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Problem 44. 646 −=x  denklemini sağlayan tüm x kompleks sayılarını bulunuz. 
 
Çözüm 

 

� 646 −=x  denklemini 666 264 ix =−=  şeklinde yazabiliriz. Bu son  
denklemde, bazı y ( )ixy 2= kompleks sayıları için iyx 2=  yazalım. Bu taktirde 

666666 22 iyix ==  elde edilir. Buradan 16 =y  bulunur. Dolayısıyla Zk ∈  

olmak üzere 16 =y  denkleminin tüm kökleri 







=

6

2
exp

ki
y

π
 olarak bulunur. 

Böylece verilen denklemin kökleri .5,4,3,2,1,0,
6

2
exp2 =








= k

ki
ix

π
 olarak 

hesaplanır. 
� Alternatif olarak çarpanlara ayırma yöntemi ile; 

( )( ) ixveyaixixixx 8808864 33336 =−=⇒=−+=+ olarak bulunur. Burada 

( ) iii 822 333
−==  olduğu göz önüne alınırsa ix 83 =  denkleminin bir kökünün 

i2−  ve ix 83 −=  denkleminin bir kökü i2  dir. Bu taktirde w  birimin kökleri 

olmak üzere ix 83 =  denkleminin kökleri 222,2 iwveiwi −−−  ve ix 83 −=  

denkleminin kökleri 222,2 iwveiwi  olarak hesaplanır. 

� Alternatif olarak; 
ℜ∈> θ,0r  olmak üzere )exp( θirx =  

kutupsal formu kullanabiliriz. Bu taktirde; 

( )( ) ( ) ( )πθθ iirirx exp64646expexp 666 =−===  

yazılabilir. Böylece Zk ∈  olmak üzere 2646 =⇒= rr  ve ππθ k26 +=  
olarak bulunur. Böylece kökler; 

( )
5,4,3,2,1,0,

6

12
exp2 =







 +
= k

ki
x

π
 

olarak hesaplanır. Sırasıyla 
( )








 +
=

6

12
exp2

πki
x  denkleminde sırasıyla 

5,4,3,2,1,0=k  değerleri yazıldığında kökler; 

i+3 , i2 , i+− 3 , i−− 3 , i2− , i−3  
olarak elde edilir. 
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Problem 46. 
2

2

4
sin

4
cos ==

ππ
 eşitliğini kullanarak 

16
cos

π
 değerini 

hesaplayınız. 
 
Çözüm 

 









+=+−+=







+ ziz

zz
i

zz
ziz

z
i

z
sincos

2
sin

2
cos2

2
sin

2
cossincos

2
sin

2
cos 22

2

eşitliğinden  

2
cos

2
sin2sin

zz
z =  ve 

2
sin

2
coscos 22 zz

z −=     (1) 

olduğunu elde ederiz. 

{ }1:
2

sin
2

cos =∈+ zz
z

i
z

 

olduğundan 1
2

sin
2

cos 22 =+
zz

 yazabiliriz. Bunu (1) eşitliğinde yerine yazacak 

olursak 

2

1cos

2
cos

+
=

zz
 

olduğunu elde ederiz. Elde edilen bu son formülü 
4

cos
π

 değeri için iki kez üst 

üste uygularsak 

2

222

16
cos

++
=

π
 

olarak hesaplanır. 
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Problem 48.  θ5cos  yı ve θ5sin  yı sırasıyla θcos  ve θsin  cinsinden 
hesaplayınız. 
 
Çözüm 

 

( )

( )θθθθθ

θθθθθ

θθθθθ

θθθθθθθ

5324

4235

5432

23455

sinsincos10sincos5

sincos5sincos10cos

sinsincos
4

5
sincos

3

5

sincos
2

5
sincos

1

5
cossincos

+−+

+−=

+







+








−









−








+=+

i

ii

ii

 

yazılabilir. Ayrıca De Moivre Teoremi gereği 

( ) θθθθ 5sin5cossincos 5
ii +=+  

olduğu bilinmektedir. O halde  

θθθθθθθθθ cos5cos20cos16sincos5sincos10cos5cos 354235 +−=+−=  

ve 

θθθθθθθθθ sin5sin20sin16sinsincos10sincos55sin 355324 +−=+−=  

olarak elde edilir. 
 
Problem 49. Aşağıdaki fonksiyonların reel ve sanal kısımlarını bulunuz. 

(a) iz +2  (b) 1+z   (c) nz  (d) n z   

(e) 532 2 +− zz  (f) ( ) ( )11 +− zz  

 

Çözüm 

 

(a) iyxz +=  olmak üzere ( ) izzf += 2  fonksiyonunu  

( ) ( ) ( )yxivyxuzf ,, +=  

formunda yazabiliriz. Böylece verilen fonksiyonun reel ve sanal kısımları 

( ) 22, yxyxu −=  ve ( ) xyyxv 21, +=  olarak hesaplanır. 

 

(b) iyxz +=  olmak üzere ( ) 1+= zzf  fonksiyonunu  

ivuf +=  

formunda yazabiliriz. Böylece verilen fonksiyonun reel ve sanal kısımları u  ve v  
; 

122 +=− xvu  ve yuv =2  

denklem sisteminin çözülmesiyle elde edilir. 
 

(c) ( )θθρ sincos iz +=  olmak üzere ( ) ( ) ( )θρθρ ,, ivuzzf n +==  

yazabiliriz. Böylece verilen fonksiyonun reel ve sanal kısımları; 

( ) θρθρ nu n cos, =  ve ( ) θρθρ nv n sin, =  

olarak hesaplanır. 
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(d) ( )θθρ sincos iz +=  olmak üzere ( ) ( ) ( )θρθρ ,, ivuzzf n +==  

yazabiliriz. Böylece 1,...,2,1,0 −= nk  için verilen fonksiyonun reel ve sanal 

kısımları; 

( )
n

k
u n

πθ
ρθρ

2
cos,

+
=  ve ( )

n

k
v n

πθ
ρθρ

2
sin,

+
=  

olarak hesaplanır. 
 

(e) iyxz +=  olmak üzere ( ) ( ) ( )yxivyxuzzzf ,,532 2 +=+−=  olarak 

alınırsa ( ) 5322, 22 +−−= xyxyxu  ve ( ) yxyyxv 34, −=  olarak hesaplanır. 

 

(f) iyxz +=  olmak üzere ( ) ( ) ( )yxivyxu
z

z
zf ,,

1

1
+=

+

−
=  olarak alınırsa 

( )( )
( ) ( )

( ) ( )yxivyxu
yx

xy
i

yx

yx

z

zz

z

z
,,

1

2

1

1

1

11

1

1
2222

22

2
+=

++
+

++

−−
=

+

+−
=

+

−
 

olduğunu elde ederiz. 
 
 

 

Problem 50. Rz =  çemberinin ( )
z

zzf
1

1 +=  ve ( )
z

zzf
1

2 −=  fonksiyonları 

altındaki görüntüsünü bulunuz. 
 
Çözüm 

 

1≠= Rz  ve 1=z  çemberlerinin 1f  fonksiyonu altındaki görüntüleri sırasıyla 

( ) ( )
1

11 2

2

2

2

=
−

+
+ RR

v

RR

u
 elipsi ve 22,0 ≤≤−= uv  doğrusudur. 

1≠= Rz  ve 1=z  çemberlerinin 2f  fonksiyonu altındaki görüntüleri sırasıyla 

( ) ( )
1

11 2

2

2

2

=
+

+
− RR

v

RR

u
 elipsi ve 22,0 ≤≤−= vu  doğrusudur. 

 
Problem 51. ( ) wzf

zz
=

→ 0

lim  limitinin mevcut olduğunu kabul edelim, bu taktirde 

aşağıdaki ifadelerin doğruluğunu gösteriniz. 

(a) ( ) wzf
zz

=
→ 0

lim   (b) ( ) wzf
zz

ReRelim
0

=
→

  

(c) ( ) wzf
zz

ImImlim
0

=
→

 (d) ( ) wzf
zz

=
→ 0

lim  

 

Çözüm 

 

( ) wzf
zz

=
→ 0

lim  şartı, “her 0>ε  için δ<− 0zz  olacak şekilde bir 0>δ  

sayısı vardır öyle ki ( ) ε<− wzf ” olacağını ifade eder. 
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 Böylece; 
 

(a) ( )εδ<− 0zz  için ( ) ( ) ( ) wzfwzfwzf −=−=−>ε  olduğu elde 

edilir. 

(b) - (c) ( )εδ<− 0zz  için  

( ) ( )( ) ( ) wzfwzfwzf ReReRe −=−≥−>ε  

ve  

( ) ( )( ) ( ) wzfwzfwzf ImImIm −=−≥−>ε  

olduğu elde edilir. 

(d) ( )εδ<− 0zz  için ( ) ( ) ( ) wzfwzfwzf ReRe −=−≥−>ε  olduğu 

elde edilir. 
 
 

 

 

Problem 52. ( ) wzf
zz

=
→ 0

lim  limitinin mevcut olduğunu kabul edelim. Hangi 

değerler için ( )zf
zz 0

lim
→

 limitinin mevcut olduğunu bulunuz. 

Çözüm  

 

( )εδ<− 0zz  için ( ) ( )zfzf =>ε  olduğundan 0=w  için ( )zf
zz 0

lim
→

 limiti 

mevcuttur. 
 Genelde, bu limitin sadece bu durum ( 0=w  durumu için) için mevcut 
olduğunu kanıtlamalıyız. 0≠w  için ( ) Azf

zz
=

→ 0

lim  olduğunu kabul edelim. Bu 

taktirde bir önceki örnekten wA =  dir. 

( ) ( ) AzfAzf −≤−  

eşitsizliğinde ( ( )εδ<− 0zz  için ( ) ( ) AzfAzf −=−  olduğundan) eşitlik 

durumunu ele alacak olursak; 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )AzfAzfAzfAzfAzf ⋅−+=−−=− Re2
222

, 

( )( ) ( ) ( ) AzfAzfAzf ⋅=⋅=⋅Re , 

elde edilir ve böylece  

( )( ) 0Re ≥⋅ Azf  ve ( )( ) 0Im =⋅ Azf  

olduğu elde edilir. Bu taktirde ( ) Azf ⋅  reel ve non-negatif olmak zorundadır ki bu 

durum genel bir kompleks f  fonksiyonu için mümkün değildir. Özel olarak bu 

durum ( ) Azf =  veya f  nin reel olmasıyla mümkündür. 
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Problem 54. Aşağıda verilen ifadelerin doğruluğunu kanıtlayınız. 
 

(a) 0
1

lim
3

2

=
+

⋅

∞→ n

in
n

n
 (b) i

n

in

in

n

n
−=









+
−

+∞→
1

13
lim  

 

Çözüm 

 

(a) Verilen herhangi 0>ε  için ( )εNn >  olacak şekilde bir ( )εN  sayısı 

bulmalıyız öyle ki; ε<−
+

⋅
0

13

2

n

in n

 olsun. Bu taktirde; 

ε< →=<
+

=
+

⋅
=−

+

⋅ ∞→ 0
1

11
0

1 3

2

3

2

3

2

3

2
n

nn

nn

n

n

n

n

in

n

in
 

olduğu elde edilir. Dolayısıyla [ ]ε=N  olarak alınabilir ( [ ]ε  sayısı,ε  sayısının 

tam kısmıdır.). Böylece istenen elde edilmiş olur. 
 

(b) Verilen herhangi 0>ε  için ( )εNn >  olacak şekilde bir ( )εN  sayısı 

bulmalıyız öyle ki; ( ) ε<−−
+

−
+

i
n

in

in

n
1

13
 olsun. Bu taktirde; 

( ) ( ) ( )[ ]
( )( )

( )( ) ( )( )
ε< →

++

−+
+

++

+
≤

++

−+−+−
=−−

+
−

+

∞→ 0
19

932

19

99

19

93299
1

13

2

2

2

2

2

n

nn

nn

nn

n

nn

nnin
i

n

in

in

n

 

olduğu elde edilir. Böylece istenen elde edilmiş olur. 
 
Problem 55. Herhangi z kompleks sayısı için  

1
3

1lim
2

=







+

∞→ n

z

n
 

olduğunu gösteriniz. 
 
Çözüm 

 

Verilen herhangi 0>ε  için ( )εNn >  olacak şekilde bir ( )εN  sayısı bulmalıyız 

öyle ki; ε<−+ 1
3

1
2n

z
 olsun. iyxz +=  olsun. Bu taktirde; 

ε< →+≤
+

=−+ ∞→ 0
3333

1
3

1
2222

n

n

y

n

x

n

iyx

n

z
 

olur. Böylece istenen elde edilmiş olur. 
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Problem 56. n

n
ni

∞→
lim  limitinin mevcut olmadığını gösteriniz. 

 
Çözüm 

 

0>>== Mnnni n   

olacak şekilde keyfi ℜ∈M  bulunabileceğinden verilen limit mevcut değildir. 
 

Problem 57. 
( )

0lim

2

0
=

→ z

z

z
 olduğunu gösteriniz. 

 
Çözüm 

 

Verilen herhangi 0>ε  için δ<=− zz 0  iken 
( )

ε<− 0

2

z

z
olacak şekilde bir 

( )εδδ =  sayısı bulmalıyız.  

 

Problem 58. n

i

n ew

π2

=  olmak üzere ( )12 ...1lim −

→
++++ n

wz
zzz

n

 limitini 

hesaplayınız. 
 

Çözüm 1≠z  için 
z

z
zzz

n
n

−

−
=++++ −

1

1
...1 12  dir. Bu halde; 

 

( ) ( )
0

1

11

1

1

1

1

1

1
lim...1lim

22

2

2

2
12 =

−

−
=

−

−
=

−

−
=









−

−
=++++

→

−

→ nini

i

ni

nnin

wz

n

wz ee

e

e

e

z

z
zzz

nn
ππ

π

π

π

 

 
Problem 59. Aşağıdaki ifadelerin doğruluğunu gösteriniz 

(a) 0lim
2

=
→ z

x

iz
 (b) i

z

z

iz
−=

→

2

lim  

 

Çözüm 

 

(a) iyxz +=  olsun. 0→⇒→ xiz  dır. Böylece; 

0
0

limlim
22

==
→→ iz

x

iziz
 

olarak hesaplanır. 
 

(b) iyxz +=  olsun. 10 →→⇒→ yvexiz  dır. Böylece; 

i
iiz

yx

z

z

iziziz
−==

+
=

+
=

→→→

110
limlimlim

22222

 

olarak hesaplanır. 
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Problem 60. ( )
22

22

2

2 2

yx

ixyyx

z

z
zf

+

+−
==  fonksiyonu verilsin. Aşağıdaki eğriler 

boyunca ( )zf
z 0
lim

→
 limitini hesaplayarak elde edilen sonuçları yorumlayınız. 

(a) xy =  (b) xy 2=  (c) 2xy =  

 

Çözüm 

 

(a) xy =  doğrusu boyunca  

( ) ( )
i

xx

ixxxx

yx

ixyyx

xyx
=

+

+−
=

+

+−

→→ 22

22

022

22

0,0,

2
lim

2
lim  

olarak hesaplanır. 
(b) xy 2=  doğrusu boyunca  

( ) ( ) 5

43

4

224
lim

2
lim

22

22

022

22

0,0,

i

xx

xixxx

yx

ixyyx

xyx

+−
=

+

+−
=

+

+−

→→
 

olarak hesaplanır. 

(c) 2xy =  parabolü boyunca  

( ) ( )
1

1

21
lim

2
lim

2
lim

2

2

042

242

022

22

0,0,
=

+

+−
=

+

+−
=

+

+−

→→→ x

ixx

xx

ixxxx

yx

ixyyx

xxyx
 

olarak hesaplanır. 
 
 ( )0,0  noktasına farklı eğriler üzerinden yaklaşıldığında farklı limit 

değerleri elde edildiğinden ( )zf
z 0
lim

→
 limiti mevcut değildir. 

 

Problem 61. ( )
22

23

,
yx

xyx
yxu

+

−
=  fonksiyonunun ( ) ( )0,0, →yx  için limiti var 

mıdır? 
 
Çözüm 

 

( )0,0  noktasına mxy =  doğruları üzerinden yaklaşalım, bu durumda; 

( ) ( )
0

1

1
limlimlim

2

2

0222

323

022

23

0,0,
=









+

−
=

+

−
=

+

−

→→→
x

m

m

xmx

xmx

yx

xyx

xxyx
 

olarak hesaplanır. 
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Problem 62. L’Hospital kuralı yardımıyla aşağıdaki limitleri bulunuz. 

(a) 
iz

z

iz −

−

→

1
lim

4

 (b) 
22

1
lim

2

2

1 +−

−−−

+→ zz

iizz

iz
 (c) 

1

1
lim

2

6

+

+

−→ z

z

iz
 

(d) 
22

4
lim

2

4

1 +−

+

+→ zz

z

iz
 (e) 

8

64
lim

3

6

31 +

+

+→ z

z

iz
 (f) 

8

64
lim

3

9

31 −

−

+→ z

z

iz
 

 

Çözüm 

 

(a) 
iz

z

iz −

−

→

1
lim

4

limitinde 
0

0
 belirsizliği vardır. Böylece bu limite L’Hospital 

kuralı uygulanırsa; 

i
z

iz

z

iziz
4

1

4
lim

1
lim

34

−==
−

−

→→
 

olarak hesaplanır. 
 

(b) 
22

1
lim

2

2

1 +−

−−−

+→ zz

iizz

iz
 limitinde 

0

0
 belirsizliği vardır. Böylece bu limite 

L’Hospital kuralı uygulanırsa; 

i

i

z

iz

zz

iizz

iziz 2

2

22

2
lim

22

1
lim

12

2

1

+
=

−

−
=

+−

−−−

+→+→
 

olarak hesaplanır. 
 

(c) 
1

1
lim

2

6

+

+

−→ z

z

iz
 limitinde 

0

0
 belirsizliği vardır. Böylece bu limite L’Hospital 

kuralı uygulanırsa; 

3
2

6
lim

1

1
lim

5

2

6

==
+

+

−→−→ z

z

z

z

iziz
 

olarak hesaplanır. 
 

(d) 
22

4
lim

2

4

1 +−

+

+→ zz

z

iz
 limitinde 

0

0
 belirsizliği vardır. Böylece bu limite 

L’Hospital kuralı uygulanırsa; 

( )
i

i

z

z

zz

z

iziz 2

14

22

4
lim

22

4
lim

33

12

4

1

+
=

−
=

+−

+

+→+→
 

olarak hesaplanır. 
 
(e)-(f) Çözüm okuyucu tarafından yapılacaktır. 
 
 

 

 


