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Dersin Sorumlusu: Dog. Dr. Necip SIMSEK

Problem 44. x° =—64 denklemini saglayan tiim x kompleks sayilarini bulunuz.
Coziim

% x° =-64 denklemini x° =—64=2°° seklinde yazabiliriz. Bu son
denklemde, baz1 y (y = x/2i)kompleks sayilari i¢in x = 2iy yazalim. Bu taktirde
x®=2%°y®=2%° elde edilir. Buradan y°®=1 bulunur. Dolayisiyla ke Z

olmak iizere y°® =1 denkleminin tiim kokleri y = exp(zz—gkj olarak bulunur.

2rwik

Boylece verilen denklemin kokleri x =2i exp( j,k =0,1,2,3,4,5. olarak

hesaplanir.
¢ Alternatif olarak ¢arpanlara ayirma yontemi ile;

x*+64=(x* +8i)x’ —~8i)=0= x* =—8i veya x* =8i olarak bulunur. Burada
(2i) =2%* =—8i oldugu goz oniine alnirsa x* =8i denkleminin bir kokiiniin
—2i ve x> =—-8i denkleminin bir kokii 2i dir. Bu taktirde w birimin kokleri
olmak iizere x* =8 denkleminin kokleri —2i,—2iw ve —2iw* ve x° =-8i
denkleminin kokleri 2i,2iw ve 2iw’ olarak hesaplanir.

¢ Alternatif olarak;

r>0,0e R olmak iizere x = rexp(i@)

kutupsal formu kullanabiliriz. Bu taktirde;

x® = (rexp(i@))° = r® exp(6i0) = —64 = 64exp(ir)

yazilabilir. Boylece k € Z olmak iizere r® =64 = r =2 ve 660 = 7 +2kx
olarak bulunur. Boylece kokler;

x= 2exp(@J k=012345

olarak hesaplanir. Sirasiyla x =2exp denkleminde sirasiyla

e

k =0,1,2,3,4,5 degerleri yazildiginda kokler;

3402 —3+i,~\3—i,—-2i 3

olarak elde edilir.
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Problem 46. Cosz = sinz = V2 esitligini  kullanarak cos£ degerini
4 4 2 16

hesaplaymiz.

Coziim

2
.. Z . .22 o~ T .. Z .
COS—+isin— | =cosz+isinz {cos’——sin’= +2icos— sin— = cos z+isin z
2 2 2 2 2 2

esitliginden
sinz = 2sin~ cos~ ve cosz =cos>~ —sin’ ~ (1)
22 2 2

oldugunu elde ederiz.

Z .. 2 al
cosE+zsm§e{z.|z|—l}

oldugundan 0052§+sin2 =1 vyazabiliriz. Bunu (1) esitliginde yerine yazacak

N | e

olursak

oldugunu elde ederiz. Elde edilen bu son formiilii cos% degeri icin iki kez {ist
iste uygularsak

p 242 +2
coS—=—"—"—

16 2
olarak hesaplanir.
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Problem 48. cos568 y1 ve sin58 y1 sirasiyla cos@ ve siné cinsinden
hesaplayimiz.

Coziim
5 5
(cos@+isin@) =cos’ 8+ i(ljcos“ 95in9—(2]00s3 @sin’ @

. 5 2 .3 5 - 4 . .5
—1 3 cos“ fsin” @+ 1 cos@sin” @+isin’ @

=cos’ @—10cos’ sin” 8 +5cosPsin” @
+i(Scos* sin @—10cos> Osin® @ +sin® 8)
yazilabilir. Ayrica De Moivre Teoremi geregi
(cos@+isinB)’ = cos56 +isin 50
oldugu bilinmektedir. O halde
cos56=cos’ @—10cos’ sin” @ +5cosBsin* @ =16cos’  —20cos’ @+ 5cos &
ve
sin50=5cos* @sin @ —10cos” @sin” 6 +sin’ @ = 16sin’ @ —20sin’ @+ 5sin &
olarak elde edilir.

Problem 49. Asagidaki fonksiyonlarin reel ve sanal kistmlarini bulunuz.
@ 2+ ) Jz+l © 1 @ ¥z
© 223245 ®  (z-1)/lz+1)

Coziim

(a) z =x+iy olmak iizere f(z)=z>+i fonksiyonunu
f(@)=ulx,y)+iv(x,y)

formunda yazabiliriz. Boylece verilen fonksiyonun reel ve sanal kisimlari

u(x,y)=x*—y* ve v(x, y) =1+ 2xy olarak hesaplanur.

(b) z =x+iy olmak iizere f(z)=+/z+1 fonksiyonunu
f=u+iv
formunda yazabiliriz. Boylece verilen fonksiyonun reel ve sanal kisimlart u# ve v
u>—vi=x+1veuv=y
denklem sisteminin ¢oziilmesiyle elde edilir.

(c) 7= p(cos@+isin6) olmak  {lizere flz)=2" =ul(p,8)+iv(p,0)
yazabiliriz. Boylece verilen fonksiyonun reel ve sanal kisimlari;

u(p,8)=p" cosnd ve v(p,8)= p" sinné
olarak hesaplanir.
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(d) z=p(cos@+isin@)  olmak iizere  f(z)= 8z = u(p,8)+iv(p.0)
yazabiliriz. Boylece k =0,1,2,....,n—1 icin verilen fonksiyonun reel ve sanal

kisimlari;
0+2kx

u(p’ 9) — %COS 0+ 2](72:

olarak hesaplanir.

ve v(p,0) = {/;sin

(e) z=x+iy olmak iizere f(z)=2z>-3z+5=ulx,y)+iv(x,y) olarak
alimirsa u(x, y)=2x* =2y* —=3x+5 ve v(x, y)=4xy -3y olarak hesaplanir.

(f) z=x+1iy olmak lizere f (Z):E—_l =u(x, y)+iv(x, y) olarak alinirsa
z+

z—1 (Z—l)(z+1) xz—yz—l ) 2xy .

= = = +1 =u\x,y)+wlx,

z+1 |z+1|2 (x+17+y*  (x+1)* +y? (e )+ ivlx )

oldugunu elde ederiz.

Problem 50. |z| =R c¢emberinin f; (z)=z+ 1 ve f, (z)=z- 1 fonksiyonlar1
Z Z
altindaki goriintiisiinii bulunuz.

Coziim

|z| =R=#1 ve |z| =1 cemberlerinin f, fonksiyonu altindaki goriintiileri sirasiyla

2 2
u 1%

(R+1/R) ’ (R-1/R)

|z| =R+#1 ve |z| =1 cemberlerinin f, fonksiyonu altindaki goriintiileri sirasiyla

=1 elipsi ve v=0,-2 <u <2 dogrusudur.

2 2
u 1%

(R-1/R) ’ (R+1/R)

=1 elipsi ve u =0,-2 <v <2 dogrusudur.

Problem 51. lim f(z)=w limitinin mevcut oldugunu kabul edelim, bu taktirde

72

asagidaki ifadelerin dogrulugunu gosteriniz.

@@ limf(z)=w (b)  limRe f(z)=Rew

729 729

(©  limImf(z)=Imw (@  lim[f(z)=|w

Coziim
lim f(z)=w sarti, “her €>0 icin |z—z0| < 0 olacak sekilde bir >0

-2

sayis1 vardir oyle ki | fl(z)- w| < &7 olacagini ifade eder.
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Boylece;

(a) |z— z0| <d(e) icin e> |f(z)—w| = |f(z)—w| = ‘m—v_v‘ oldugu elde
edilir.
(b) - (¢ |z—z,| < 8(€) igin
e >|f(z)-w = Re(f(z)—w) =[Re f(z)-Rew
ve
e>|f(z)-w2Im(f(z)—w) =Im f(z)- Imw|
oldugu elde edilir.
(d) |Z - z0| <d(e) icin > |f(z)— w| > Hf(z)| —|w” = |Re flz)- Rew| oldugu
elde edilir.

Problem 52. lim|f(z)=|w| limitinin mevcut oldugunu kabul edelim. Hangi

727

degerler icin lim f(z) limitinin mevcut oldugunu bulunuz.

727
Coziim

i—z,| < 8(e) i¢in £>|f(z)=|f(z) oldugundan w=0 igin lim f(z) limiti

mevcuttur.
Genelde, bu limitin sadece bu durum (w=0 durumu i¢in) icin mevcut
oldugunu kamtlamaliyiz. w# 0 icin lim f(z)=A oldugunu kabul edelim. Bu

729

taktirde bir onceki ornekten |A| =w dir.
|£() -] <[£()-4
esitsizliginde ( |z - z0| <d(e) igin” f (z)| — |A” = | fl(z)- A| oldugundan) esitlik
durumunu ele alacak olursak;
(7 =[A)f = (7()- ANFC)=A)=|£ (=) +[4]" ~2Relf (2)- A),
Re(f(z)- A)=|f(z)- 4= |f(2) A

elde edilir ve boylece

Re(f(z)-Z)Z 0 ve Im(f(z)'Z)z 0
oldugu elde edilir. Bu taktirde f(z)- A reel ve non-negatif olmak zorundadir ki bu
durum genel bir kompleks f fonksiyonu icin miimkiin degildir. Ozel olarak bu
durum f(z)=A veya f nin reel olmasiyla miimkiindiir.
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Problem 54. Asagida verilen ifadelerin dogrulugunu kanitlayiniz.

2 n .
no-i n in
a lim =0 b lim - =1-i
@ e’ 41 ) Hm[n+3i n+lj
Coziim
(@) Verilen herhangi £>0 icin n>N(g) olacak sekilde bir N(g) sayist
2 .n
bulmaliy1z 6yle ki; n3 ll —0| < € olsun. Bu taktirde;
n +
n? . |n2 " | n? | n? |
— 0= =5 <|F|=——0<e
n +1 ‘n +1‘ ‘n +1‘ n n

oldugu elde edilir. Dolayisiyla N = [6‘] olarak alinabilir ([6‘] saylisi, £ sayisinin
tam kismidir.). Boylece istenen elde edilmis olur.

(b)  Verilen herhangi £>0 icin n> N(g) olacak sekilde bir N(g) sayisi

bulmaliyiz 6yle ki; " - — in —(1—i)(<8 olsun. Bu taktirde;
n+3i n+l
n__ in _(l_i*_|—[(9n+9)—i(2n2+3n—9)]|
n+3i n+l B (n2+9)(n+1) ‘
on+9 | 207 +3n-9| .

O<e

B[S Py ey ey
oldugu elde edilir. Boylece istenen elde edilmis olur.

Problem 55. Herhangi z kompleks sayisi i¢in

lim(l + 3—§j =1
n—oo n

oldugunu gosteriniz.

Coziim
Verilen herhangi &€ >0 icin n> N(g) olacak sekilde bir N(g) sayis1 bulmaliyiz
oyle ki; 1+3—§ —1/ < & olsun. z = x+iy olsun. Bu taktirde;
n
1+3—f—1 _[3x4 3y < 3—); + 3—3 == 50<¢€
n n n n

olur. Boylece istenen elde edilmis olur.
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Problem 56. lim#ni" limitinin mevcut olmadigini gosteriniz.

n—oco
Coziim

‘ni"‘=|n|=n>M >0

olacak sekilde keyfi M € R bulunabileceginden verilen limit mevcut degildir.

—\2
Problem 57. lirrolﬂ =0 oldugunu gosteriniz.
> Z

Coziim

—\2
Verilen herhangi € >0 ic¢in |z —0| = |z| <o iken (Z) — 0| < € olacak sekilde bir

8 = 0(&) sayis1 bulmaliyiz.

2

Problem58. w =c¢ " olmak izere lim(l+z+z>+..+2"") limitini

7w,

hesaplayiniz.
Coziim z#licin 1+z+2° +..+7"" = 11_ £ dir. Bu halde;
-z
, N (1=z) 1=l e o1 11
lim\{l+z4+ 2z +...+42"")=lim = = —— =— =0
z—>wn( ) z—>wn( -z j 1_62m/n eZm/n -1 eZm/n -1

Problem 59. Asagidaki ifadelerin dogrulugunu gosteriniz
2 Ei

@ lim>—=0 () lim=—
=1 Z 1 Z
(a) z=Xx+iy olsun. z =i = x — 0 dir. Boylece;
2 2
lim ™ = lim 2 = 0
1 Z 1 1

olarak hesaplanir.

(b) z=Xx+iy olsun. z =>i= x — 0 ve y—1 dir. Bdylece;

2
2 2 2 2
. |7 . X+ . 07+17 1
hmuzhm—yzhm —— =
=i 7 i d i 1 1

olarak hesaplanir.

=—=—
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2 2 2 .

Problem 60. f(z)= |Z7 = xzy——|-221xy fonksiyonu verilsin. Asagidaki egriler
b4 Xty

boyunca lirrol f(z) limitini hesaplayarak elde edilen sonuclari yorumlayiniz.

(@ y=x (b)) y=2« (© y=x
Coziim
(a) y = x dogrusu boyunca

x* =y + 2ixy
2

2 2 .
CoXT—=x"+2ixx
=11m2—=

lim >
=0 xT+x

(x.y)—(0,0) x2 +y
olarak hesaplanir.
(b) y = 2x dogrusu boyunca
x* =y + 2ixy

. . X7 —4AXT 4+2ix2x —3+4i
lim > =lim > > =
x>0 x"+4x 5

(x,y)-(0,0) x2 +y

olarak hesaplanir.

(¢)  y=x’ parabolii boyunca
2 2 . 2 4 . 2 2 .
. X" =y +2ixy . ox"—x +2xx” . 1-x"+2ix
( yl)m(loo)ﬁ_hr% 2, 4 —lm(} =1
x,y)}=(0, x“+y x> X +x =0 ]4+x

olarak hesaplanir.

(0,0) noktasmna farkli egriler iizerinden yaklasildiginda farkli limit
degerleri elde edildiginden lim £(z) limiti mevcut degildir.

3 2

Problem 61. u(x,y)= Sl fonksiyonunun (x,y)— (0,0) icin limiti var

x*+y?
midir?
Coziim
(0,0) noktasina y = mx dogrular iizerinden yaklasalim, bu durumda;
3 2 3 2.3 2
. - . - . (1=
lim %zhm%:hm m2 x=0
(x,y)—=(0,0) Xx° + y =0 x“ +mx x—0 1+m

olarak hesaplanir.
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Problem 62. L’ Hospital kurali yardimiyla asagidaki limitleri bulunuz.

4 2 e 1_: 6

@ ImE L m 2T im T

=i 7 —] ikl 75 D74 D e |

4 6 9 _

@ tm—*t @ m T ®  tim

it 72 074D >+V3 70 + 8 ol+iV3 77 — 8
Coziim

z' - 0

(@) lim — limitinde 0 belirsizligi vardir. Boylece bu limite L’Hospital

=1 Z— l
kurali uygulanirsa;

3
lim —lim ¥ = 4

olarak hesaplanir.

2 . .
. —iz—1- . .. .
(b) lim S 5 2 ! limitinde 9 belirsizligi vardir. Boylece bu limite
z—i+1 Z _2z+2 0
L’Hospital kural1 uygulanirsa;
. i—iz—l-i . 2z—i  2+i
lim ———= =

} 2 H.n - .
it 772742 wirl2z-2 2

olarak hesaplanir.

6

(c) lim < > +1 limitinde % belirsizligi vardir. Boylece bu limite L’Hospital
=1 Z +

kurali uygulanirsa;

6 5
.+l .. 6z
lim > = lim =3
izt 4] =i 27

olarak hesaplanir.

4
@  lim 4
z—i+1 Z —_ 2Z + 2
L’Hospital kural1 uygulanirsa;
4 3 -\3
lim ZZ—+4 = lim 4z = 4(1+_l)
Z—)i+lZ _2z+2 z—i+l 2Z_2 2l

limitinde % belirsizligi vardir. Boylece bu limite

olarak hesaplanir.

(e)-(f) Coziim okuyucu tarafindan yapilacaktir.



