
KOMPLEKS FONKSİYONLAR TEORİSİ UYGULAMA DERSİ 

Dersin Sorumlusu: Dr. Necip ŞİMŞEK 

 

KOMPLEKS FONKSİYONLAR TEORİSİ  

 

UYGULAMA SORULARI-1 

 

Problem 1. Aşağıdaki (a) ve (b) de 0z  olmak üzere  

 

(a) 1
z

z
 (b) z

z


1

1
 (c)    ziz ReIm   

olduklarını gösteriniz. 

 

Çözüm  

 

(a) 0 iyxz  olsun. 
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(b) 0 iyxz  olsun. 

  
ziyx

yx

iyxyx

iyx

yx

yx

iyxiyxz




















22

2222

22

1

1

1

1

1
 

(c)    zxizyixiziyxz ReIm   

  

Problem 2. 21 zvez  herhangi iki kompleks sayı olmak üzere  

    

2121 zzzz   

olduğunu gösteriniz. 

 

Çözüm  

 

  2212211 zzzzzzz   

2121 zzzz  …(1) 

denklemi elde edilir. (1) denkleminde 21 zvez  nin rolleri değiştirilirse 

211212 zzzzzz   

  2121 zzzz   

2121 zzzz  …(2) 

denklemi elde edilir. (1) ve (2) den 

212121 zzzzzz   

2121 zzzz   

elde edilir. 
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Problem 3. 43 zz   olmak üzere  
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olduğunu gösteriniz. 

 

Çözüm  

 

 Mutlak değerin özelliklerinin kullanılmasıyla 
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elde edilir. 

 

Problem 4. Herhangi Cz  için 

 

(a)   0zzArg   (b)   0Re z  ise   0 zzArg  

olduğunu gösteriniz. 

 

Çözüm  

 

iyxz   olarak alalım. Bu durumda 222
yxz   olur. Buna göre; 

(a) 
00sin,1cos222

 yxzzz  

(b)   0Re  xz  ise xzz 2 00sin,1cos    

olarak elde edilir. 

 

Problem 5.   110Re  zzz  olduğunu gösteriniz. 

 

Çözüm  

 

 : iyxz   ve   0Re  xz   

olsun. Bu durumda  

  iyxz  11  ve   iyxz  11  

olarak yazılır. Buna göre 

  22
11 yxz   ve   22

11 yxz   

olarak hesaplanır. Buradan da  

11  zz  

olduğu görülür. 

 

 :  

          0Re12121111 22222222
 zxxxxxxxyxyx

 

olduğu görülür. Böylece ispat tamamlanmış olur. 
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Problem 6. 10
1

1
Re 












z

z

z
 olduğunu gösteriniz. 

 

Çözüm 

 

 : 
 

zyxyx
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z

z
iyxz 
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elde edilir. 

 

Problem 7. c  olmak üzere     1221 argarg zzczz   olduğunu gösteriniz. 

 

Çözüm 

 

111 iyxz   ve  222 iyxz   olsun. 

 : 
2

1

2

11 yxz  ,
2

2

2

22 yxz   ve 21 argarg zz   ise 21 coscos    ve 

21 sinsin    olmalıdır. Buradan; 
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elde edilir. Bu eşitlikler taraf tarafa bölünürse; 

 c
y

y

x

x

y

x

y

x

2
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1  

yazılabilir. Buradan da  

2121 cyyvecxx   

dolayısıyla  

  22222111 cziyxcicycxiyxz   

olduğu elde edilir. 

 : 
1

1
1tan

x

y
  ve 

2

2
2tan

x

y
  






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1

11

1 tan
x

y
  ve 








 

2

21

2 tan
x

y
  dir. 

c
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y
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x

x
ycyvexcxiyxicycxzcz 

2

1
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1
1212112212  elde edilir. 

Buradan  
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y
 21    yani    21 argarg zz   elde 

edilir. 

 Böylece ispat tamamlanmış olur. 
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Problem 8.    zzz ImRe2   olduğunu gösteriniz. 

 

Çözüm 

 

   222
ImRe zzz   (  22

ReRe zz   ve   22
ImIm zz   alınabilir) dir. 

222
ImImRe2Re2ImRe2 zzzzzzzz   

yazabiliriz ve bu eşitsizlikte    222
ImRe zzz   yazılırsa 

2222
ImImRe2ReIm2Re2 zzzzzz   

0ImImRe2Re
22
 zzzz  

ve buradan da  

  0ImRe
2
 zz  

elde edilir. Bu son eşitsizlik doğru olduğundan  hipotezde verilen eşitsizlik doğru olur. 

Böylece ispat tamamlanmış olur. 

 

Problem 9. (a) Cz  olmak üzere   22
211 zzz   olduğunu gösteriniz. 

  (b)  21
2

1
zz   ile gösterilen noktanın, 21 zvez  noktaları arasındaki doğru 

parçasının orta noktası olduğunu gösteriniz. 

 

Çözüm 

 

(a) iyxz   olsun. Bu durumda 

       222222
2122122211 zziyixyxiyxyixyiyxxiyx   

olduğu elde edilir. 

 

(b) Şekilden de görüldüğü üzere doğru parçasının orta noktası; 

      212211
2121
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dir. 
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Problem 10. İki karmaşık sayının çarpımı sıfır olduğunda, çarpanlardan en az birinin sıfır 

olması gerektiğini gösteriniz. 

 

Çözüm 

 

 11111 , yxiyxz   ve   22222 , yxiyxz   olsun. 021 zz  ise 01 z , 02 z  yada  

021  zz  olduğunu göstereceğiz. 

       00,0,,, 21212121221121  xyyxyyxxyxyxzz  

02121  yyxx  ve 02121  xyyx …(1) 

elde edilir. Eğer 1x  ve 1y  in her ikisi de sıfır değilse, bunların (1) deki aynı zamanda sağlanan 

homojen denklemlerinin katsayılar determinantı sıfır olmalıdır. Yani  

00 22

22

22



yx

xy

yx
 

ve buradan da 022  yx  çıkar. Demek ki ya 01 z  ya 02 z  yada her ikisi de sıfır olur. 

 

Problem 11. Cz  ve 0z  olmak üzere 1' zz olacak şekildeki 'z  kompleks sayısının 

teklikle belli olduğunu gösteriniz. 

 

Çözüm 

 

z  nin 'z  de başka ''z  gibi bir tersinin olduğunu kabul edelim. Bu durumda 1'' zz  olmalıdır. 

    ''''1''''''1'' zzzzzzzzzz   

yani 

''' zz   
dür. 

 

Problem 12. Cz  sayısının sırf reel veya sanal sayı olması için gerek ve yeter şart 

 22 zz   olmasıdır gösteriniz. 

 

Çözüm 

 

 : zzzzz ReRe   olup buradan da    222 Re zzz   elde edilir. 

Benzer şekilde  

 zzzzz ImIm   olup buradan da      2222 Im zzzz   elde edilir. 

 : iyxz   olsun.  

  222222 22 yxyixyxyixzz   
2222 yxyx   ve xyxy 22   

elde dilir. Buradan da  

0x  veya 0y  

elde edilir. Yani; 

zz Re  veya zz Im  

dir. 
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Problem 13. Aşağıdaki alıştırmalardaki hesaplamaları yaparak bia   formunda ifade ediniz. 

            

(a)    ii 2643   (b) 
i

i





4

2
 (c) ii 43   (d) 

   
i

ii

26

4854




 

 

Çözüm 

 

 

(a) i1826   (b) i
17

6

17

9
  (c) i5  (d) Ödev  

 

Problem 14. Aşağıdaki problemlerde biaz   yazıp z  nin reel ve sanal kısımları 

cinsinden sonuçları hesaplayınız. 

           

  (a)  2Re z  (b)  2Im z  (c)  432Re  zz  (d)  zz 2Im   

   (e) 














z

z2
Im  (f) 2z  (g) iz   

 

Çözüm 

 

(a)     2222222 Re2 bazabibabiaz    

(b)   abz 2Im 2   

(c)       4'Re54432432'  azbiabiabiazzz  

(d)     babzibababazzz  2'Im2' 222  

(e)  
2222

2
'Im

222
'

ba

b
z

ba

bia

z

z
z







  

(f)    22 11  baizibaiz  

 

Problem 15. Cz  kompleks sayısı için    ziz ImRe   ve    ziz ReIm   olduklarını 

gösteriniz. 

 

Çözüm 

 

iyxz   olsun. 

    yyxiiz  ReRe  ve yz Im  olduğundan   ziz ImRe   elde edilir. 

    xyxiiz  ImIm  ve xz Re  olduğundan   ziz ReIm   elde edilir. 
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Problem 16. (a) 2121 zzzz    (b)  321321 zzzzzz     

(c) 2121 zzzz   

ifadelerinin doğruluğunu gösteriniz. 

 

Çözüm 

 

 11111 , yxiyxz   ve   22222 , yxiyxz   olarak alalım. 

    2

2

2

1

2

2

2

1

2

21

2

21 yyxxyyxx   

olduğunu göstermeliyiz. Buna göre; 

       2

2

2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

2

1

2

21

2

21 2 yxyxyxyxyyxx   

  2

2

2

2

2

1

2

12121 222 yxyxyyxx   

  2

2

2

2

2

1

2

12121 yxyxyyxx   

2

2

2

1

2

1

2

2

2

2

2

1

2

2

2

1

2

2

2

12121

2

2

2

1 2 yyyxyxxxyyyyxxxx   
2

1

2

2

2

2

2

121212 yxyxyyxx   

   02 2

2

2

11221

2

2

2

1  yyyxyxyx  

  0
2

2121  xyyx  

elde edilir. Bu son eşitsizlik doğru olduğundan istenen elde edilmiş olur. 

(a) sonucunu kullanarak (b) ve (c) yi çözünüz. 

 

Problem 17.  11, yxA  ve  22 , yxB  noktalarının konum vektörleri sırasıyla 1z  ve 2z  olmak 

üzere; 

(a) Bu iki vektör arasındaki açı   ise; sin  ve cos  değerlerini hesaplayınız. 

(b) AB  vektörünü bir kompleks sayı formunda ifade ediniz. 

(c) A  ve B  noktaları arasındaki uzaklığı bulunuz. 

 

Çözüm 
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 Yukarıdaki şekil göz önüne alındığında; 

(a)  
21

2121

2

2

1

1

2

2

1

1sinsincoscoscoscos
zz

yyxx

z

y

z

y

z

x

z

x
i


   

  
21

2121

2

2

1

1

2

2

1

1sincoscossinsinsin
zz

yxxy

z

y

z

x

z

x

z

y
i


   

(b)        1212112212 yyixxiyxiyxzzOAOBAB   

(c)        212

2

121212 yyxxyyixxAB   

olarak elde edilir. 

 

Problem 18. 111 iyxz   ve 222 iyxz   olmak üzere, 1z  ve 2z  nin skaler ve vektörel 

çarpımları sırasıyla; 

  

  (a) 21212121 cos yyxxzzzz    

  (b) 21212121 sin xyyxzzzz    

şeklinde tanımlanır. Bu eşitliklerin doğruluğunu ispatlayınız. 

 

Çözüm 

 

 Bir önceki problemin (a) şıkkında elde edilen sonuçları kullanırsak; 

(a) 2121

21

2121
212121 cos yyxx

zz

yyxx
zzzzzz 


   

(b) 2121

21

2121
212121 sin xyyx

zz

xyyx
zzzzzz 


   

olduklarını elde ederiz. 

 

 Problem 19. 111 iyxz   ve 222 iyxz   kompleks sayıları ile doğrusal veya paralel 

olmayan iki vektörü gösterelim. Eğer a  ve b ; 021  zbza  şartını sağlayan reel sayılar ise 

0 ba  olduğunu gösteriniz. 

 

Çözüm 

 

        000 2121221121  byayibxaxiyxbiyxazbza  

elde edilir. Buradan da  

021  bxax  ve 021  byay  

elde edilir. Bu vektörler doğrusal veya paralel olmadıklarından 
2

2

1

1

x

y

x

y
  dir. Dolayısıyla 

0 ba  bulunur.  
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Problem 20. Bir paralel kenarın köşegenlerinin birbirini ortaladığını gösteriniz. 

 

Çözüm 

 

 
 Yukarıdaki şekil göz önüne alındığında; 

21 zACz   olduğundan 12 zzAC   dir. Bu taktirde   10,12  mzzmAP  yazılabilir. 

21 zzOB   olduğundan  21 zznOP  , 10  n  yazılabilir. Ayrıca; OPAPOA  , yani 

   21121 zznzzmz   veya     01 21  znmznm  dır. Bu nedenle bir önceki 

örnekten;  21,210,01  nmveyanmnm  ve böylece P iki köşegenin orta 

noktası olur. 

 

Problem 21.  11, yxA  ve  22 , yxB  noktalarından geçen doğrunun denklemini bulunuz. 

 

Çözüm 

 

 
I. yol AP  ve PB  doğrusal olduklarından nm,  için; 

PBnAPm   veya     zznzzm  21  

yazabiliriz. Buradan  

nm

nzmz
z




 21  veya 

nm

nxmx
x




 21 , 

nm

nymy
y




 21  

elde edilir ki buna simetrik form denir. 

 

II. yol 111 iyxz   ve 222 iyxz   sırasıyla A ve B nin konum vektörleri olsun. iyxz  , A 

ve B yi birleştiren doğru üzerindeki herhangi bir P noktasının konum vektörü olsun. 

Yukarıdaki şekilden; 

OPAPOA   veya zAPz 1  yani 1zzAP   

OBABOA   veya 21 zABz   yani 12 zzAB   

AP ve AB doğrusal olduğundan ABtAP   veya;    tzztzz ,121  ve istenen 

denklem    tzztzz ,121  veya   211 ztztz   dir. 111 iyxz   ve 222 iyxz   

nin kullanılmasıyla bu denklem; 

 121 xxtxx  ,  121 yytyy  …(1) 

veya  
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12

1

12

1

yy

yy

xx

xx









…(2) 

(1) denklemlerine doğrunun parametrik denklemi, (2) denklemine standart formdaki doğru 

denklemi denir. 

 

Problem 22. iz 34  kompleks sayısının karekökünü hesaplayınız. 

 

Çözüm 

 

abibaibiaiz 23434 22   
224 ba   ve ab23   

a
b

2

3
  elde edilir. Bu değer 224 ba   denkleminde yerine yazılırsa ; 

09164
4

9
4 24

2

2  aa
a

a  bulunur. Bu son denklemde ta 2  yazılırsa  

   09212  tt  buradan da
2

1
a  bulunur. Dolayısıyla 



















i

i

i

2

23

2

1

2

23

2

1

34  

olarak elde edilir. 

 

Problem 23. Aşağıdaki kompleks sayıların her birini trigonometrik olarak ifade ediniz. 

 

  (a) iz 322  (b) iz 33  

 

Çözüm 

 

(a) biaz   kompleks sayısı verildiğinde 

 sincos,22 rbverabar   

olmak üzere z kompleks sayısı trigonometrik olarak 

  sincos irbia   

şeklinde ifade edilir. Buna göre iz 322  kompleks sayısı için 

3tan4 
a

b
ver   

olup buradan 
3

2
   buluruz. O halde  











3

2
sin

3

2
cos4322


ii  

şeklinde trigonometrik olarak ifade ederiz. 

 

(b) iz 33  kompleks sayısını göz önüne aldığımızda  

4

7
23


  ver  
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olduğu görülür. Buna göre verilen kompleks sayının trigonometrik gösterimi  











4

7
sin

4

7
cos2333


ii  

olarak bulunur. 

 

 

Problem 24. Aşağıdaki  




































8

5
sin

8

5
cos

8
sin

8
cos4


ii  

çarpımını hesaplayarak bulunan sonucu trigonometrik ve standart biçimde hesaplayınız. 

 

Çözüm 

 

 Verilen çarpımın sonucu  













































4

3
sin

4

3
cos4

8

5
sin

8

5
cos

8
sin

8
cos4


iii  

şeklinde trigonometrik olarak bulunur. Bu kompleks sayının standart şekli i2222   

olarak hesaplanır. 

 

Problem 25.  73 i  ifadesinin değerini De Moivre Teoremini kullanarak standart şekilde 

bulunuz. 

 

Çözüm 

 

 De Moivre Teoreminden biliyoruz ki eğer k pozitif bir tamsayı ve  

  sincos irz   

trigonometrik şekilde bir kompleks sayı ise o zaman  

  kikrz kk sincos   

dır. 3a  ve 1b  olmak üzere  

2r  ve 
3

1
tan    

olup buradan 
6


   olarak bulunur. O halde i3  kompleks sayısının trigonometrik şekli  











6
sin

6
cos23


ii  

olup buna göre De Moivre Teoreminden 

  


























6

7
sin

6

7
cos2

6
sin

6
cos23 7

7
7 

iii  

olarak buluruz. Bu trigonometrik gösterime sahip olan kompleks sayıyı bia  standart 

formunda yazacak olursak istenilen sonuç  

  ii 643643
7

  

olarak bulunur. 
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Problem 26. iz
2

1

2

3
  kompleks sayısının küp köklerini hesaplayınız. 

 

Çözüm 

 

 Her bir 1n  tamsayısı için sıfırdan farklı herhangi bir   sincos irz   kompleks 

sayısı C  de tam olarak n farklı köke sahiptir ve bunlar 1,...,2,1,0  nk  için 








 




n

k
i

n

k
r n

 2
sin

2
cos

1

 

olarak verilir. 

 Buna göre verilen kompleks sayıyı trigonometrik formda yazalım. 

2

1
sin

2

3
cos,1   ver  

olup buradan 
6


   buluruz. O halde  











6
sin

6
cos1

2

1

2

3 
ii  

dır. Böylece iz
2

1

2

3
  küp kökleri  

18

25
sin

18

25
cos

18

13
sin

18

13
cos

18
sin

18
cos







i

i

i







 

olarak bulunur. 

 

Problem 27. 03  iz  denkleminin çözümleri olan bütün kompleks sayıları bulunuz. 

Bulunan bu kompleks sayıları bia   şeklinde standart formda yazınız. 

 

Çözüm   

 

 Öncelikle aşağıdaki gibi trigonometrik formda yazalım. 

  









2
sin

2
cos100 33 

iiiziz  

olup 











































3

2
2sin

3

2
2cos13

1 





k

i

k

z  

eşitliğinden 2,1,0k  için aşağıdaki değerler bulunur.  
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ii

ii

ii







2

3
sin

2

3
cos

2

1

2

3

6

5
sin

6

5
cos

2

1

2

3

6
sin

6
cos







 

böylece istenen elde edilmiş olur. 

 

Problem 28. C  kompleks düzleminde bulunan  4Im1:  zCzG  sonsuz şeridinin 

açık küme olduğunu gösteriniz. 

 

Çözüm 

 

Gz 0 , G de keyfi bir nokta olsun. Bu taktirde 4Im1 0  z  eşitsizliği sağlanır. Bu 

eşitsizlik bazı pozitif   sayıları için   4Im1 0z  olduğunu ifade eder.  0zz  ise 

bu taktirde    0Im zz  olur ve sonuç olarak  4Im1  z  olduğu elde edilir. Böylece G 

kümesi  bir  ,0z  açık diskini içerir. Ayrıca verilen kümenin grafiği çizilerek açık bir 

küme olduğu açıkça görülebilir. 

 

Problem 29. Her Nn  için 









n
Gn

1
,0  olsun.  Nn nG


 kesişimini bulunuz. Sonsuz 

sayıda açık kümenin kesişiminin açık olması gerekmediğini gösteriniz. C de açık kümelerin 

bir koleksiyonunun tüm kesişimlerinin ne açık ne de kapalı olması gerekmediğine dair bir 

örnek veriniz. 

 

Çözüm  
 

 Nn nG


 kesişimi sadece 0 noktasından ibarettir. Gerçekten, bu nokta her nG  

kümesinde içerilir ve 
1

 zn  için kompleks düzlemin diğer herhangi bir z noktası nG  

kümelerinde içerilmez. Tek nokta kümesi herhangi bir açık disk içermediğinden açık küme 

değildir. Bir önceki örnekte kesişim kapalı bir kümedir. Bu, açık kümelerin sonsuz kesişimi 

için her zaman geçerli olan bir durum değildir. Örneğin; nG  kümelerinin 










n

zCz
1

Im1:  açık şeritleri olduğunu farz edelim. nG  kümelerinin kesişimleri  

 0Im1:  zCz  yarı açık şerididir. 
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Problem 30. A,C nin boş olmayan bir alt kümesi ve A  kümesini  AwCwA  :  

şeklinde tanımlayalım. Böylece A  kümesi A nın reel eksene göre yansımasından elde edilir. 
A  kümesinin açık küme olduğunu gösteriniz. 

 

Çözüm 

 

 A nın açık olduğunu kabul edelim ve  Az  olsun. Bu taktirde Az  ve A açık 

olduğundan   ArzD ,  olacak şekilde bazı 0r  sayıları vardır. İddia ediyoruz ki 

   ArzD ,  dır. Bunu görmek için   rzDw ,  alalım. Bu taktirde rzw   ve 

  rzwzwzw   dir. Bu   ArzDw  ,  olduğunu belirtir ve böylece  Aw  

yani    ArzD ,  dır. bu nedenle A açıktır. 

  

Problem 31. a ve z kompleks sayıları    1:1,0  zzD  birim yuvarının elemanları ise 

za

az
w






1
 kompleks sayısının da bu birim yuvarın elemanı olacağını gösteriniz.   

 

Çözüm 

 

2

2

2

111 za

az

za

az

za

az
www








































  

    zazazazaaz Re2
222
  

ve 

    zazazazaza Re21111
222

  

yazabiliriz. Böylece; 

  
0

1

11

1

1
1

2

22

2

2222













za

az

za

zaaz
ww  

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

 

 


