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KOMPLEKS FONKSIYONLAR TEORISI
UYGULAMA SORULARI-1
Problem 1. Asagidaki (a) ve (b) de z =0 olmak iizere

Z 1 .
(a) - =1 (b) 2 =z (c) Im(iz) = Re(z)

olduklarmi gosteriniz.
Coziim
(@) z =Xx+1y =0 olsun.
z x+iy  (x+iy)x—iy) x?+y?
£ 7 - : Y/ -1
z x+iy  (x+iy)x—iy) x2+y?
(b) z=Xx+1y =0 olsun.
11 1 x+y? (XPayx+iy)
Yz Ux+iy X=ly  x—iy = xE+y?
() z=x+iy=iz=ix—y=Im(iz)=x=Re(z)

Problem 2. z,ve z, herhangi iki kompleks say1 olmak iizere

H21|—|Zz”§|21—22|

oldugunu gosteriniz.
Coziim

2| =|(z, - 2,)+ 2,| <[z, — 2,| +|2,]
=z|-|z,| <z, - 2,]...(1)

denklemi elde edilir. (1) denkleminde z, ve z, nin rolleri degistirilirse

2| - |z.| <]z, - 2| = [z, - 7,

= _q21| _|22|)S |2, -2,

=z|-[z,| 2z, - 7,| ...(2)
denklemi elde edilir. (1) ve (2) den

—|z, = 7,| <|z)| ~|z,| <]z, - 2,

= |z)| -z, <z, - 2]

elde edilir.

=X+ily=12
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Problem 3. |z;| #|z,| olmak iizere

2+2,|_|2[+]z

‘Za + 24‘ B H23|_|Z4”

oldugunu gosteriniz.
Coziim

Mutlak degerin 6zelliklerinin kullanilmasiyla
|2,+2,| _[z+7,)] L 2. +[z,] _ [5]+]z.]
2,42, |z,+2| |25 +124 ARA

elde edilir.

Problem 4. Herhangi z € C i¢in

(a) Arg(z E)z 0 (b) Re(z)>0 ise Arg(z +E): 0
oldugunu gosteriniz.

Coziim

Z = X+1y olarak alalim. Bu durumda |Z|2 = x? + y? olur. Buna gore;
@ zz=|7 =x*+y’=>c0s0=1sin0=0=60=0’

(b) Re(z)=x>0ise z+2=2x=c0s0=1sinO=0=6=0

olarak elde edilir.

Problem5. Re(z)>0 < |z-1 <|z+1] oldugunu gdsteriniz.

Coziim

=: z=Xx+iy ve Re(z)=x>0
olsun. Bu durumda

z-1=(x-1)+iy ve z+1=(x+1)+iy
olarak yazilir. Buna gore

|z—]j:\/(x—l)72+y2 ve |z+]1:\/(x+1)72+y2

olarak hesaplanir. Buradan da
[2-Y<|z+4

oldugu goriiliir.

=
Jx=17 +y? <J(x+2) +y2 = (x—1F < (x+1) = x* —2x+1< X + 2x+1=> x = Re(z) > 0

oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanmais olur.
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Problem 6. ReGJr—Zj >0< |Z| <1 oldugunu gosteriniz.
-z

Coziim

. - 1+z 1_X2_y2 2 2 2 2
=: z=x+ly=Re = ——>0=>1>x +y? = 1> x* +y? =|7

1-z) @-x)+y
=:
22
|z|:1/x2+y2<1:>x2+y2<1:>1—x2—y2>0:>Re[l+zj:1 XZ Y S0
1-z2) (@-x)+y?

elde edilir.

Problem7. ceR* olmak iizere arg(z,)=arg(z,) < c-z, = z, oldugunu gosteriniz.

Coziim

Z, =X, +ly, ve z, =X, +1iy, olsun.

=1 z|=yxt+y] , |z|=4X+y: ve argz =argz, ise cos@, =cosd, Ve

sin @, =sin @, olmalidir. Buradan;
Xy _ % ve Y1 _ Y
2 2 N 2 2 2 2 N 2 2
WE+yE DG+yl Iyl X+
elde edilir. Bu esitlikler taraf tarafa boliiniirse;
A A N _cewe
yl y2 XZ yZ

yazilabilir. Buradan da
X, =CX, vey, =0y,

dolayisiyla
z, = X, +iy, = X, +icy, =c(x, +iy,)=cz,

oldugu elde edilir.
< tang, — Y1 e tand, D RN 0, = tanl(ﬁj ve 0, = tanl(ﬁJ dir.

X, X, X, X,
cz,=12 icy, = i = = % Y _ ili

, =1, = CX, +iCy, =X, +1y;, =CX, =X, Vecy, =Y, :X—_cvey—_c elde  edilir.
2 2

Buradan

LoD F R R £ RV tan{ﬁj:tanl(ﬁJ = 6,=6, yani arg(z,)=arg(z,) elde
X2 y2 Xl X2 Xl XZ

edilir.
Boylece ispat tamamlanmis olur.
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Problem 8. \/§|Z| > |Re(z] +|Im(zl oldugunu gosteriniz.
Coziim

7" =[Rezf +[Imz[ ([Rez]’ =|Rez|" ve [Imz[ =|Imz|" almnabilir) dir.

V2|7 >|Rez|+|Imz| = 2/z|" > |ReZ|" + 2Re Z|Imz| +|ImZ|°
yazabiliriz ve bu esitsizlikte |Z|2 = [Re 2]2 + [Im 2]2 yazilirsa

2Rez” +2lm7" >|Rez|” +2Rez|Imz|+|ImZ|’
=|Rez]" ~2Rez|Imz|/+|ImZ’ >0
ve buradan da
(Rez|-Im7f >0

elde edilir. Bu son esitsizlik dogru oldugundan hipotezde verilen esitsizlik dogru olur.

Boylece ispat tamamlanmis olur.

Problem 9. (a) z € C olmak iizere (1+ Z)2 =142z +2* oldugunu gosteriniz.

(b) %(zl+22) ile gosterilen noktann, z, ve z, noktalar1 arasindaki dogru

parcasinin orta noktasi oldugunu gosteriniz.
Coziim

@ Z = X+1y olsun. Bu durumda

[(@+X)+iy] =1+2x+x? + 2iy + 2ixy — y? =1+ 2(x +iy )+ X + 2ixy + (iy)* =1+ 2z +2°
oldugu elde edilir.

(b)  Sekilden de goriildiigii tizere dogru pargasinin orta noktasi;

- X+ X, +i Yit+Y, zl[(xl +iy1)+(X2 +iy2)]=%(21 +Zz)

2 2 2

dir.
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Problem 10. iki karmasik saymm carpmmi sifir oldugunda, carpanlardan en az birinin sifir
olmasi gerektigini gosteriniz.

Coziim
2, =% +iy, =(x,y,) ve z,=x, +iy, =(x,,y,) olsun. z,z, =0 ise z,=0, z, =0 yada
z, =7, =0 oldugunu gosterecegiz.

2,2, = (X17 leX27 y2)= (XlXZ V1Yo, XY, + y1X2)= (O’O) =0
= XX, = Y1Y, =0 Ve Xy, + Yy, X, =0...(1)
elde edilir. Eger X, ve y, in her ikisi de sifir degilse, bunlarn (1) deki aym1 zamanda saglanan
homojen denklemlerinin katsayilar determinanti sifir olmalidir. Yani
X, =Y
Yo X
ve buradan da x, =y, =0 ¢ikar. Demek kiya z, =0 ya z, =0 yada her ikisi de sifir olur.

=0=x,+y,=0

Problem11. zeC ve z#0 olmak iizere z-z'=1olacak sekildeki z' kompleks sayisinin
teklikle belli oldugunu gosteriniz.

Coziim

Z nin z' de bagka z'" gibi bir tersinin oldugunu kabul edelim. Bu durumda zz'"'=1 olmalidir.
2'=21=2(22")=(2'2)2"=1z"= 2"
yani
z7'=17"
diir.

Problem 12. z eC sayismin sirf reel veya sanal sayr olmasi i¢in gerek ve yeter sart

2 .
7? = (Z) olmasidir gsteriniz.
Coziim

—: z=Rez=z=z=Rez olupburadanda z* =[Rez[’ = (E)Z elde edilir.
Benzer sekilde
z=Imz =z =-z=Imz olup buradan da z> =[Imz] = (—2)2 = (2)2 elde edilir.
&< Z=X+I1y olsun.
z° :<E)2 = XZ+2xyi —y* = x* —2xyi —y®
= Xx?—y* =x*>—y® ve 2xy = -2xy
elde dilir. Buradan da
x=0veya y=0
elde edilir. Yani;

Zz=Rez veya z=1mz
dir.
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Problem 13. Asagidaki alistrmalardaki hesaplamalar1 yaparak a+bi formunda ifade ediniz.

: : 2—i P (-4-5i)-(8—4i
(@) (3—4i)-(6+2i) (b)m (©i*=4i (d) o
Coziim
: 9 6. _ .
(a) 26 —18i (b) 717 (c) —5i (d) Odev

Problem 14. Asagidaki problemlerde z=a+bi yazip z nin reel ve sanal kisimlari
cinsinden sonuglar1 hesaplayiniz.

(@) Re(z?) (b) Im(z?)  (¢) Rel2z-3z+4) (d) Im(z? +2)
(e) Im(gl (f)|z+2| (9) |z-il

i

Coziim

(@) 2% =(a+bi)* =a® —b? + 2abi = Re(z?) = a? — b’
(b) Im(zz)=2ab
(c) 2=2z-3z+4=2(a+bi)—3(a—bi)+4=—a+4+5bi = Re(z)=-a+4
(d) z=z"+z=a’ —b’ +a+(2ab+b)i = Im(z')= 2ab + b
© Z,:gz 2a— 2bi = im(z) = 2b
Elon N

M z-i=a+b-1)i=z-i=a’+(b-1)

Problem 15. zeC kompleks sayisi igin Re(iz)=—Im(z) ve Im(iz)=Re(z) olduklarmi
gosteriniz.

Coziim

Z = X+1y olsun.
Re(iz)=Re(xi —y)=—y ve Imz =y oldugundan Re(iz)=—Imz elde edilir.
Im(iz) = Im(xi —y) = x ve Rez = x oldugundan Im(iz)=Rez elde edilir.
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Problem 16. (a) [z,+2,| <|z,|+|z,] (0)  |z+2, + 25 <[z)| +[z,| + ]2

©) [z] |z, <[z, - 2,
ifadelerinin dogrulugunu gosteriniz.

Coziim

z, =X, +iy, =(x.,y,) Ve z, =X, +iy, =(X,,y,) olarak alalim.

2

Vo5 +(y 4y, <xE+xE + Y2+
oldugunu gostermeliyiz. Buna gore;
(6 % )+ (s 4y, <7 +y7 +2y(x + y2 oG +y2)+5¢ +y7
= 2%, X, +2VY,Y, < 2\/(x12 +y? Xx22 + y§)
= X + VoY, <0+ Y7+ v2)
= XX + 2% 1Y, + Y Yy SXXg + Y5 + X5 Y YT Y,
= 2X, %, Y1y, SXY; + XYy
= X7 Y; =206Y, N y2)+ Y7 y; 20
= (XY, - ¥:%,) =0
elde edilir. Bu son esitsizlik dogru oldugundan istenen elde edilmis olur.
(a) sonucunu kullanarak (b) ve (c) yi ¢6ziiniiz.

Problem 17.  A(x,,Y,) ve B(X,,Y,) noktalarmm konum vektorleri sirasiyla z, ve z, olmak

lzere;
(a) Bu iki vektor arasindaki ag1 S ise; sin # ve cos S degerlerini hesaplayiniz.

(b) AB vektoriinii bir kompleks say1 formunda ifade ediniz.
(c) A ve B noktalar1 arasindaki uzakligi bulunuz.

Coziim
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Yukaridaki sekil g6z dniine alindiginda;

(@)  cosf=cos(a—6)=cosacosd+isinasing =2 X2y 1 Yo XX THYs

ACARCA AR
sin § =sin(a — ) =sinacos—icosasing = I+ ‘2 *1 Yo _ YiXe “HYz
2] 2| [2.]]z| |2z

(b) AB =0B-0OA= Z, =1, = (Xz +iy2)_(X1 +iy1)=(xz _X1)+i(y2 - yl)

(©) | AB| :|(X2 —x,)+i(y, - yl) = \/(Xz =% ) +(y, - y.)
olarak elde edilir.

Problem 18. z, =x, +iy, ve z, =X, +iy, olmak fiizere, z, ve z, nin skaler ve vektorel
carpimlari sirasiyla;
(@) 7,02, =|z)||z,|cosa = XX, + Y, Y,
(b) z,xz, = |Zl||22|5in a=XY, =YX,
seklinde tanimlanir. Bu esitliklerin dogrulugunu ispatlayiniz.
Coziim

Bir 6nceki problemin (a) sikkinda elde edilen sonuglar1 kullanirsak;
XX, T V1Y,

(@) 2,02, = |zl||zz|c036? = |zl||zz| |z ||z | =XX, + Y, Y,
1][<2
i XV, — VY, X
(b) X2, = |Zl||22|3m9 :|21"22| 1)|/; ”Zy|l 2 = XY, — Vi
11152

olduklarini elde ederiz.

Problem 19. z, =x, +iy, ve z, =X, +iy, kompleks sayilar1 ile dogrusal veya paralel
olmayan iki vektorii gosterelim. Eger a ve b; az, +bz, =0 sartin1 saglayan reel sayilar ise
a=b =0 oldugunu gosteriniz.

Coziim

az, +bz, =0=a(x, +iy,)+b(x, +iy,)= 0= (ax, +bx,)+i(ay, +by,)=0
elde edilir. Buradan da
ax, +bx, =0 ve ay, +by, =0

2 #* Y2 dir. Dolayisiyla
Xl XZ

elde edilir. Bu vektorler dogrusal veya paralel olmadiklarindan

a=b =0 bulunur.
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Problem 20. Bir paralel kenarin kdsegenlerinin birbirini ortaladigini gosteriniz.

Coziim

1 C
Yukaridaki sekil g6z 6niine aﬁndlglnda;
z, + AC =z, oldugundan AC =z, —z, dir. Bu taktirde AP =m(z, —z,),0<m<1 yazilabilir.
OB =z, + 2, oldugundan OP =n(z, +2,), 0<n <1 yazlabilir. Ayrica; OA+ AP = OP, yani
z,+m(z,—2,)=n(z, +z,) veya (1-m-n)z, +(m—n)z, =0 dir. Bu nedenle bir 6nceki
ornekten; 1-m—-n=0,m—-n=0veyam=12,n=12 ve boylece P iki kdsegenin orta
noktasi olur.

Problem 21.  A(x,,Y,) ve B(X,,Yy,) noktalaridan ge¢en dogrunun denklemini bulunuz.

Coziim

(8]
I. yol AP ve PB dogrusal olduklarindan m,n € R i¢in;

m-AP =n-PB veya m-(z-z,)=n-(z, —2)
yazabiliriz. Buradan

mz, +nz mx, + nNx my, +n
;= M4 2 veya X = X 2 yo y, +ny,
m+n m+4n m+n

elde edilir ki buna simetrik form denir.

1. yol z, =x, +iy, ve z, =X, +ly, sirasiyla A ve B nin konum vektorleri olsun. z=x+1iy, A
ve B yi birlestiren dogru iizerindeki herhangi bir P noktasnin konum vektéri olsun.
Yukaridaki sekilden;

OA+ AP =OP veya z, + AP =z yani AP=2z-12,

OA+AB =0B veya z, + AB=1z, yani AB=12, -z,
AP ve AB dogrusal oldugundan AP =t-AB veya; z—z, =t-(z, —z,),teR ve istenen
denklem z=12z, +t-(z,—2,),t R veya z=(1—-t)z, +t-z, dir. z, =X, +iy, Ve z, = X, +iy,
nin kullanilmasiyla bu denklem;

X=X =t'(X2 _Xl)' Y=Y =t'(y2 _y1)~--(1)

veya
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At R Anb RN

X=X Yo= %
(1) denklemlerine dogrunun parametrik denklemi, (2) denklemine standart formdaki dogru
denklemi denir.

Problem 22. z =—-4-3i kompleks sayisinin karekokiinii hesaplaymiz.
Cozium

JZ =J—4-3i =a+bi = -4—3i =a? —b? + 2abi
= -4=a’-b%ve —3=2ab

=b= —23 elde edilir. Bu deger —4 =a® —b? denkleminde yerine yazilirsa ;
a

—4=a’>-—=4a"+16a’ -9 =0 bulunur. Bu son denklemde a’ =t yazilirsa
a
(2t —1)(2t +9)=0 buradan daa = iiZ bulunur. Dolayisiyla
132,
Jasmoivz 2
1,82,
V2o 2

olarak elde edilir.

Problem 23. Asagidaki kompleks sayilarm her birini trigonometrik olarak ifade ediniz.
@) z=-2+23i (b) z=3-3i
Coziim

(@ z = a+bi kompleks sayis1 verildiginde
r=+a’+b*,a=rcos@veb=rsing

olmak tizere z kompleks sayis1 trigonometrik olarak
a+bi=r(cos@+ising)

seklinde ifade edilir. Buna gore z = -2+ 2./3i kompleks sayist1 i¢in

r=4vetant9=9=—x/§
a

olup buradan 6 = 2?7[ buluruz. O halde
—2+243i= 4(c052§+isin 2?7[)
seklinde trigonometrik olarak ifade ederiz.

(b) z =3-3i kompleks sayisini géz oniine aldigimizda

r=3\/§ve9=77”
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oldugu goriiliir. Buna gore verilen kompleks saymin trigonometrik gosterimi
3-3i :Sﬁ(cos%ﬂsin%j

olarak bulunur.

Problem 24. Asagidaki

o o 105

carpimini hesaplayarak bulunan sonucu trigonometrik ve standart bicimde hesaplayimiz.
Coziim
Verilen ¢arpimin sonucu

T .. T 57 .. bx 3r .. 3r
4| cos— +1SIn— COS— +1SIn— | |=4| cOS— +1SIn —
{ ( 8 SHK 8 8 ﬂ [ 4 4)

seklinde trigonometrik olarak bulunur. Bu kompleks saymin standart sekli — 22+ 24/2i
olarak hesaplanr.

Problem 25. (\/5 + i)7 ifadesinin degerini De Moivre Teoremini kullanarak standart sekilde
bulunuz.

Coziim

De Moivre Teoreminden biliyoruz ki eger k pozitif bir tamsay1 ve
z=r(cos@+ising)
trigonometrik sekilde bir kompleks say1 ise o zaman
2" = r*(coské +isinkg)
dir. a=+/3 ve b=1 olmak iizere

r=2ve tan6’:i

J3

olup buradan @ =% olarak bulunur. O halde /3 +i kompleks sayisinin trigonometrik sekli

V3+i= 2(cos£+isin£j
6 6
olup buna gére De Moivre Teoreminden
,
(\/§+ i)7 = 2[cosz+ isian =27 (cos7—”+ isin7—”j
6 6 6 6

olarak buluruz. Bu trigonometrik gosterime sahip olan kompleks sayiyr a+bi standart
formunda yazacak olursak istenilen sonug

(V3+i) =—64v3 - 6ui

olarak bulunur.
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V3

Problem 26. z = 3 + %i kompleks sayisinin kiip koklerini hesaplayniz.

Coziim

Her bir n>1 tamsayist igin sifirdan farkli herhangi bir z = r(cos @ +isin #) kompleks
sayist C de tam olarak n farkli koke sahiptir ve bunlar k =0,1,2,...,n—1 i¢in

1( 0+2kr . . 9+2k7zj
r"| cos +1SINn
n

n
olarak verilir.
Buna gore verilen kompleks say1y1 trigonometrik formda yazalim.

r:1,c059:§ vesinG:%

olup buradan 4 =% buluruz. O halde

\/§ 1. T .. T
—+—1=1| cos— +1SIn—
2 2 6 6

dir. Boylece z = ? + %i kiip kokleri

T . . T
COS— +isin—
18 18
137 . . 13«
COS—— +isin—
18 18
257 . . 25«
C0S —— +isin——
18 18
olarak bulunur.

Problem 27. z°®—i=0 denkleminin ¢dziimleri olan biitiin kompleks sayilar1 bulunuz.
Bulunan bu kompleks sayilar1 a+bi seklinde standart formda yaziniz.

Cozim
Oncelikle asagidaki gibi trigonometrik formda yazalim.
2°-i=0=2° =i :(O+i):1[cos£+isinz
2 2
olup

1 7 4 2kr 7 4 2kn
z=13 coszTﬂsin

esitliginden k =0,1,2 i¢in asagidaki degerler bulunur.
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57z 43 1
coS—+I1sln—=——+4+—
6 2 2
) 3r
COS—+1SIN— = —1
2

boylece istenen elde edilmis olur.

Problem 28. C kompleks diizleminde bulunan G = {Z eC:l<Imz< 4} sonsuz seridinin
acik kiime oldugunu gosteriniz.

Coziim

z, € G, G de keyfi bir nokta olsun. Bu taktirde 1< Imz, <4 esitsizligi saglanir. Bu
esitsizlik bazi pozitif § sayilari igin 1+8 < Imz, <4—6 oldugunu ifade eder. |2 —z,| < & ise
bu taktirde [Im(z —z,)] < & olur ve sonug olarak 1<Imz <4 oldugu elde edilir. Boylece G

kiimesi bir Q(ZO,5) acik diskini icerir. Ayrica verilen kiimenin grafigi ¢izilerek acik bir
kiime oldugu agikca goriilebilir.

Problem 29. Her neN i¢in G, :Q(O,lj olsun. ﬂ ,Gn kesisimini bulunuz. Sonsuz
n ne

sayida a¢ik kiimenin kesisiminin acik olmasi gerekmedigini gosteriniz. C de acik kiimelerin
bir koleksiyonunun tiim kesisimlerinin ne agik ne de kapali olmasi gerekmedigine dair bir
ornek veriniz.

Coziim

ﬂneN G, kesisimi sadece 0 noktasindan ibarettir. Gergekten, bu nokta her G,

kiimesinde igerilir ve n >|Z|71 icin kompleks diizlemin diger herhangi bir z noktasi G,

kiimelerinde icerilmez. Tek nokta kiimesi herhangi bir acik disk icermediginden agik kiime
degildir. Bir onceki 6rnekte kesisim kapali bir kiimedir. Bu, agik kiimelerin sonsuz kesigimi

icin her zaman gecerli olan bir durum degildir. Ornegin; G, kiimelerinin

{Z eC:-1<Imz <1} acik seritleri oldugunu farz edelim. G, kiimelerinin kesisimleri
n

{Z eC:-1<Imz< O} yar1 acik serididir.
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Problem 30. A,C nin bos olmayan bir alt kiimesi ve A" kiimesini A" ={WeC:\7Ve A}

seklinde tanimlayalim. Boylece A" kiimesi A nin reel eksene gore yansimasmdan elde edilir.
A" kiimesinin agik kiime oldugunu gosteriniz.

Coziim

A nm agik oldugunu kabul edelim ve z e A" olsun. Bu taktirde ze A ve A agik
oldugundan D(E,r)gA olacak sekilde baz1 r>0 sayillar1 vardr. Iddia ediyoruz ki
D(z,r)c A" dir. Bunu gdrmek i¢in  weD(z,r) alalm. Bu taktirde |w—z|<r ve

w-2|=[(w=2]=jw-z[<r dir. Bu weD(z,r)c A oldugunu belirtir ve boylece we A’
yani D(z,r)c A" dir. bu nedenle A agiktr.

Problem 31. a ve z kompleks sayilari D(0,1)= {Z :|Z| <1} birim yuvarmin elemanlar1 ise

Z—a .. o .. ..
w = ——— kompleks sayismin da bu birim yuvarin elemani1 olacagini gosteriniz.
1-az

|M2—va_(z—aj(5—5} 2o
l1-az )\1-az h_542

24 =(@-2)a-2)=laf" +[d ~2Relaz)
ve

ﬁ—542:@—éﬂh—aﬂ:1+thZ—ZRd§ﬂ

I e IR

yazabiliriz. Boylece;

— 2 — 2
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elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.



