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Problem 32. C kompleks diizlemindeki bos olmayan A ve B kiimeleri arasindaki
uzaklik

dist(A,B)=inf{z—w:ze A,we B}
olarak tanimlanir.
B kapali ve a ¢ B ise dist({a}, B) > 0 oldugunu gosteriniz.(Burada {a} tek
nokta kiimesidir.)
dist(A,B)=0 sartini saglayan ayrik A ve B kiimelerine 6rnek veriniz. Bu
durum A ve B nin kapali kiimeler olmasi durumunda miimkiin miidiir?

COzum

dist({a},B)=0 oldugunu kabul edelim. inf tanimindan her & > Qigin
dist(a,b, )< & olacak sekilde b, e Bsayis1 vardir. Bagka bir deyisle a merkezli

her disk B nin bazi elemanlarini ihtiva eder. Fakat bu taktirde B nin timleyeni
acik degildir ve sonug olarak B kapali degildir.

A=D(01) ve B=D(21) agik disklerini goz oniine alalim. Bu taktirde
dist(A,B)=0 ve ANB =¢ dir.

Ikinci sorunun evet olacaktir, fakat A ve B kapal1 kiimeler olarak alinirlarsa
ornek daha karmagik hale gelir. En basit sekilde sdylemek gerekirse A ve B ,
sinirlar1  sonsuzda birbirine yakinsayan kapali smirsiz bdlgelerdir (6rnegin

f,(x)=x" ve f,(x)=-x" fonksiyonlarmin grafiklerini géz oniine alalim.)

Problem 33. Onoktasinin S = {zn = l+ il:n € N} kiimesinin  eleman1
n n

olmadigini fakat S nin bir limit noktast oldugunu gosteriniz.

CoOzum
0¢ S oldugu agiktir. U ;;(0), 0 m keyfi delinmis komsulugu olsun, bu taktirde;
0-z,|= i2+i2 =£<5
n n n

dir. Bagka bir deyisle, yeterince biiyiik n sayist i¢in S nin z, noktasi U;(O)
delinmis komsuluguna aittir.
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Problem 34. Acgik/Kapali diskin agik/kapali olacagini gosteriniz.
Cozim

Acik Diskler: iddia: B, (z,) agiktir.
zeB,(z,) ve p=r —|Z - ZO| alalim. Bu taktirde |Z - ZO| <r oldugundan p >0
ve ¢ eB,(z,) icin,
€ —20|<|¢—2|+|z-2o| < p+|z-7,| =T
olur. Boylece
B, (2)c B, (2,)
oldugu elde edilir.

Kapah Diskler: Iddia: C —B_r(zo) aciktir.
zeC —B_r(zo) ve p= |Z - ZO| —r alalim. Bu taktirde |Z - ZO| >r oldugundan
p>0ve ¢ eB (z) icin,

|zo—§|2|zo—z|—|§—z|>|zo—z|—p=r

Olur. Boylece
B,(2)NB,(z,)=¢
oldugu elde edilir.

Problem 35. C nin asagidaki altkiimelerinden hangileri acik, hangileri kapalidir?
@  S={z:7 <1 () S=%R
() S:{Z:BaZanligin 2" 1} (d) S={z:zreelve0<z<1}

() S={z:zreelve0<z<1}
Cozim

(@) Sagktir. ze S ve £ =1-|z| olsun. Bu taktirde D(z,£)< S olur.

(b)  Skapaldir. zeC-R ve & =|Imz| olsun. Bu taktirde D(z,¢)cC-% ve

boylece C —R agik olur.
(©) S ne agik ne de kapali kiimedir. z=1 ve w=e' olsun. Bu taktirde birimin
(1 in) kokleri birim ¢emberde yogun oldugundan hem z hem de w S nin sinir
noktalaridir, burada ze S ve wg S dir.

we¢ S oldugunu gérmek icin; aksini yani we S oldugunu kabul edelim.
Bu w" =1 olacak sekilde bir n>1 pozitif tamsayis1 bulabilecegimizi ifade eder.
Dolayistyla

w'=1= (') =1=e" =1:>cosn+isinn=1:>sinn:0:>n:ZnK:E:%eQ,keN

oldugu elde edilir ki bu bir celigkidir.
(d) S ne agik ne de kapali kiimedir. z=0 ve w =1 alalim. Bu taktirde hem z
hem de w S nin siir noktalaridir, burada ze S ve we S dir.
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(e) S kapalidir. ze C—-S =C-[01] olsun ve

~ Imz| if zeC-R
£T min{z|,|z -1} if ze ®-[04]
Alalm. Bu taktirde D(z,¢)c C —[0.] ve bdylece C —[01] aciktur.

Problem 36. Asagida verilmis olan C nin altkiimelerinden hangileri baglantilidir.
Eger X baglantili degilse bilesenlerini bulunuz.

@ X={z:l7<1jUfz:z-2 <1 (b) X= [0,1)U{1+%:n 21}
() A=[0,0) ve Bz{z:reig:r=0,039<oo} olmak  Uzere
X =C-(AUB)

Cozum

(@ X baglantilidir. Gergekte A= {z:[z| <1} kimesinin ve B={z:|z-2 <1}
kiimesinin parcali baglantili oldugunu gbéz Oniine alarak X kiimesinin parcgali
baglantili oldugunu gostermeliyiz. Eger z € A ve we B ise 7(t): [0,1] > Xy

(l-t)z+tRez  0<t<1
y(t)=4(2-t)Rez+(t-1)Rewl<t <2
(3-t)Rew+(t-2)w 2<t<3

seklinde tanimlayabiliriz. z=1e X oldugundan Rez yi Rew ya tasiyabiliriz.

(b) X baglantili degildir ve X in baglantil
bilesenleri;

[0.1), 2} {g}{%}{u%}

(©) X baglantili degildir ve X in ilk dort
baglantili bileseni yandaki sekilde gosterilmistir.

dir.

il




KOMPLEKS FONKSIYONLAR TEORIiSi UYGULAMA DERSIi
Dr. Necip SIMSEK

Problem 37. z=(1+i)" olmak iizere; z" sayisim reel degerli yapan n pozitif
tamsayilarini bulunuz.

Cozum
z =r(cosd+isin@) olmak tzere z" =r"(cosng+isinng) dir. z, =1+i olarak

almirsa 1, =412+12 =4/2 ve 6, =argz, = arctan% :% olarak elde edilir.

Boylece z, = \/E(cos% +isin %j olarak bulunur. Dolayisiyla;

z" =[(1+i)_5]n =[27? cos —_5”j+isin —_SHJ =2"2| cos _Sn”jﬂsin —onz
4 4 4 4
olarak elde edilir. z" € R olmasi istenildiginden
Sin[_Snﬂj =0=> —onz =kr,keZ
4 4

ve n pozitif tamsay1 oldugundan; n =4,812,... dir.

Problem 38. %/7-i kompleks sayisinin tim koklerini bulunuz. Bu kokleri
kompleks diizlemde gosteriniz.

Cozum

n n

%:Q/F{cos[6+2k”)+isin(9+ZkEH,k e’
ve
r=z=yx*+y*,0= arctan(lj
X

oldugundan;

W, =37 7 = m{cos(arctan(— U7)+ anj . isin[arctan(—]f){?)+ ZkEH

3

W, = i/gﬁ/?[cos(_ arctan(]g{?)+ 2k7[j Vi sin(_ arctan(]g{?)+ anﬂ

W, = %Q/E[cos(— 0.0476+2kT”j +isin(— 0.0476+2|(Tﬁﬂ,k ~04,2

ve |Wk| =3/5%/2 ~1.919 olarak elde edilir. Dolayisiyla verilen kompleks sayinin

kokleri asagidaki degerler olarak hesaplanir ve bu kokler kompleks diizlemde
asagida verilen sekildeki gibi gosterilir.
¥ w, =1.919[c0s(0.0476) - isin(0.0476)] =1.917 — 0.091i
w 1 w, =1.919[cos(1.116)—isin(1.116)] = —0.879 +1.706i

ml W, =1.919[cos(1.334) + i sin(L.334)] = ~1.038 - 1.614i
X

i

Hy
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—3+i

1-i

106
Problem 39. z :[ j olmak Gzere z’ yi x+iy formunda yazarak |z| ve

Arg (Z) degerlerini hesaplayiniz.
Cozum

;—1 = :—1[COS(91 —6,)+isin(6, — 6, )] oldugunu goz 6niine alirsak;
2 2

Z, =— 3+i=> rn =4/3+1= 2,91 :arctan(_l/\/g):_ﬂ/G
zZ, =l-i> r, =\/1+1=\/E,92 :arctan(_l/l)z_ﬂ-/l]_

ve 6, — 0, = 7/12 oldugundan;

z= (—j - [V2(cos(z/12) + isin(z/12))]"* = 2%[cos(1067/12) + isin(1062/12)]

—17= 253[cos(87r +5§j +i sin(87r +5§ﬂ = 253{cos(5§j +i sin(%ﬂ = 2% (—\/§+ i)

olarak elde edilir. Bdylece |z| = 2% ve Arg(z)= 5?” olarak hesaplanr.

Problem 40. (1+i)° +(1—i)" ifadesini x +iy formunda yaziniz.
Cozum

z=(1+i)" olarak almir ve Rez:x:%(z+z),z”:r”(cosn0+isinn¢9)

olduklar1 g6z 6niine alinirsa;
@+ +@-i)° = 2Re[@+i*]=2 Re[(ﬁ (cos(/4) + isin(;r/4)))lo} = 2[27 cos(107/4)]

= (L+i)° +(@-i)° =2° cos(52/2) =0 olarak elde edilir.
Problem 41. z? —(7+i)z +24+7i = 0 denklemini ¢6ziiniiz.

COzum

\/?=+[ |Z|2+X +(son(y))i |Z|2_X

} oldugu g6z Oniine alinirsa;

2’ —(7+1)z+24+7i =0 denklemi igin,
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Z:7+ii\/(7+i)—4(24+7i):7+ii\/§m
2 2

7+ii\/§[\/25_24_i\/25+24]

2 2

2

i+(1-7i 4-3i
= HI_—(lﬂ) = _ olarak hesaplanir.
2 3+4i

Problem 42. Kompleks diizlemde, asagidaki bagintilar1 saglayan z noktalarinin
kiimesini geometrik olarak tanimlayiniz.

(@) z,,2, € C olmak lizere; |2z, =z -7, by 1Yz=1z
(©) Rez=3 (d) c € R olmak Uzere Rez >c¢c
€ |z]=Re(z)+1 (f)  ceNR olmak lzere Inz=c

COzum

(@)  Verilen bagintiy1 saglayan z noktalarinin kiimesi C de, z, ve z, ye esit
uzaklikta bulunan biitiin noktalarin olusturdugu dogru parcasidir. Veya denk
olarak C de, z, ve z, yi birlestiren dogru pargasinin normali iizerindeki
noktalardir.

(b) z=x+iy olmak (zere E:]/z >z=1=4 =1=x*+y? =1 elde
edilir. Buda orijin merkezli birim gcemberdir.

(©) z = X +1y olmak Gzere Rez = x = 3 olan dogrudur.

(d) z=Xx+1y olmak Uzere Rez=x>c elde edilir. Dolayisiyla bahsi gecen

kompleks sayilar kiimesi; reel kisimlari € sayisindan biiyiik olan biiyilik olan tim
kompleks sayilarin olusturdugu acik, yar1 diizlemdir.
()] z = x+1y olmak Uzere;

Y 2| =Re(z)+1= yx* +y? =x+1
| = x*+y?=x*+2x+1= y? =2x+1
elde edilir. Buda yandaki sekilde gosterildigi
gibi bir parabol belirtir.
~1/2
U
B B

Q) z = x+1y olmak tGzere Imz = y = ¢ dogrusudur.



