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Problem 43. C kompleks diizleminde verilen

@ A={z:Rez2Imz} ) B={z:|<lvelz-i|<1}

© C={z=re?:1<r<2ve-r/3<6<27/3}

kiimeleri icin acik, kapali ,ne acik ne de kapali ,baglantili olup olmadiklarin

belirleyiniz. Her bir kiimeyi veya kiimelerin sinirlarim1 parametrik olarak ifade
ediniz.

Coziim

(a) z=x+1iy olsun. AradiZimiz kiime x > y esitsizligini saglayan kompleks
sayilarin olusturdugu kiimedir. Bu kiime, (x,y)- diizleminde y =x dogrusunun
sag-alt tarafinda kalan kapali baglantili bir bolgedir. Bu bolgenin sinir1 y = x
dogrusudur ve ¢ keyfi bir reel sayr olmak iizere parametrik denklemi x =7,y =¢
dir. Boylece z=r+it =1(1+i) dir. Alternatif olarak s bir keyfi reel say1 olmak
iizere; smir z = sexp(7i / 4) ile verilir.

(b) B= {z :|z| < 1ve|z - i| < 1} kiimesi; kompleks diizlemde, biri merkezi
orijinde digeri merkezi (0,1) noktasinda olan iki birim diskin kesisimi olup bu

bolge acik-baglantili bir bolgedir. Bu disklerin sinirlar1 ( ki bunlar B bolgesine ait
degildirler)

|z| =1, ? =1, z—i|2 =1,zz=1,1= (z—i)(z+i)= zz—iz+iz+1

zz=1,—iz+iz+1=0, x> +y>=1,-2y+1=0,y=1/2,x=++/3/2

ise (\/5 /2,1 2) ve (— J3/2,1 2) noktalarinda kesisirler.
¢ Bolgenin iist siniri |z| =1 ¢emberi {izerinde kalir ve saatin donme yoniiniin
tersi yoniinde (\/5 / 2,1/ 2) noktasini (— \/5 / 2,1/ 2) noktasina birlestiren
yoldur. Parametrik gosterimi ise /6 <t <57/6 olmak iizere z = exp(ir)
dir.

s Bolgenin alt smir |z - i| =1 cemberi lizerinde kalir ve saatin donme
yoniiniin tersi yoniinde (— V3/2,1 2) noktasini (\/5 /2,1 2) noktasina
birlestiren yoldur. Parametrik gosterimi ise 77/6 < s <11x/3 olmak iizere

z—i|=1,z

z=i+expl(is) dir.
(c) C=1z=re’:1<r<2ve-n/3<0<2x/ 3} kiimesi baglantili fakat ne
acik ne de kapali bir bolgedir. Bu kiime,
% sag taraftan; merkezden 7/3 acisiyla ¢ikan 1g1n tarafindan
% sol taraftan; merkezden 27/3 agisiyla ¢ikan 1sin tarafindan
sinirlandirilmis, dis yarigap: 2 ve i¢ yaricapr 1 olan orijin merkezli bir halkanin bir
parcasidir.
% Halkanin ¢cembersel kenar1 C nin bir pargasi degildir
¢ Halkanin dogrusal kenar1 C nin bir pargasidir
% Halkanin koseleri (ki hicbiri C de degildir), halkanin sinir
cevresindeki(saatin donme yoniiniin tersi yoniinde);
A=exp(7i/3), B=2exp(ri/3),C =2exp(27i/3) ve D =2exp(ri/3)
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noktalaridir.

AB kenari; 1<5<2,z=sexp(zi / 3) ile parametrize edilir.

BC kenari; 1<7<2,z=2exp(tri / 3) ile parametrize edilir.

CD kenari; 0<u<1,z=(2—u)exp(2ri / 3) ile parametrize edilir.
DE kenari; 0<v <1,z =exp((2—v)ri/3) ile parametrize edilir.

Problem 44. x° =—64 denklemini saglayan tiim x kompleks sayilarini bulunuz.
Coziim

% x° =—-64 denklemini x° = —64 =2°i° seklinde yazabiliriz. Bu son
denklemde, bazi y (y = x/2i )kompleks sayilart icin x = 2iy yazalim. Bu taktirde
x®=2%°y%=2°° elde edilir. Buradan y°®=1 bulunur. Dolayisiyla ke Z

olmak iizere y® =1 denkleminin tiim kokleri y = exp(zj[—;kj olarak bulunur.

27wik

Boylece verilen denklemin kokleri x:2iexp( j,k=0,1,2,3,4,5. olarak

hesaplanir.
¢ Alternatif olarak ¢arpanlara ayirma yontemi ile;

x*+64=(x* +8i)x’ —~8i)=0= x* =—8i veya x* =8i olarak bulunur. Burada
(2i)’ =2%i* =—8i oldugu goz 6niine alimrsa x* =8 denkleminin bir kokiiniin
—2i ve x’ =-8i denkleminin bir kokii 2i dir. Bu taktirde w birimin kokleri
olmak iizere x°> =8i denkleminin kokleri —2i,—2iw ve —2iw?> ve x° =-8i
denkleminin kokleri 2i,2iw ve 2iw? olarak hesaplanir.

¢ Alternatif olarak;
r>0,0e R olmak iizere x = rexp(i@)

kutupsal formu kullanabiliriz. Bu taktirde;

x® = (rexp(i@))° = r® exp(6i6) = —64 = 64exp(ir)

yazilabilir. Boylece k € Z olmak iizere r® =64 =>r =2 ve 60 =7 +2kn
olarak bulunur. Boylece kokler;

x= Zexp(@j k=012345

olarak hesaplanir. Sirasiyla x =2exp denkleminde sirasiyla

(e

k =0,1,2,3,4,5 degerleri yazildiginda kokler;

V3402 —B3+i,—3—i,—2i3-i

olarak elde edilir.
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Problem 45. « reel olmayan bir kompleks say1 olmak iizere; bir reel polinomun
x — @ carpanina sahip oldugunu kabul edelim.

Bu polinomun x’ —2Re(a')x+|05|2 formunda bir reel carpaninin
bulundugunu ispatlayiniz.

x=i nin x*—4x’+6x>—4x+5=0 polinomunun bir kokii oldugunu
kanitlayiniz ve bu polinomun tiim koklerini bulunuz.

Coziim

Sozii edilen reel polinom p(x) ve bunun bir carpam x — ¢ ise bu taktirde
polinomun bir carpant x=¢a dir ve p(a'): 0 dir. Polinomun katsayilar reel
sayilar oldugundan kompleks esleniginin alinmasiyla p(a')z 0 elde edilir. Ayrica
polinomun bir ¢arpam1 x—a oldugundan bazi kompleks ¢(x) polinomlart igin
p(x)=(x—a)qg(x) yazabiliriz. Elde edilen son denklemde x = a yerine koymasi
yapilirsa;

0= pla)=(z-a)qla)
oldugu elde edilir.

Fakat a reel sayr olmadigindan a-a=-2i Im(c)#0 yazabiliriz,
buradan 0 = q(gt) oldugunu elde ederiz boylece ¢(x) poinomunun x = a kokiine
sahip oldugu gorilir ve r(x) bir polinom olmak iizere ¢(x) polinomu

g(x)= (x — E{)r(x) seklinde ¢arpanlarina ayrilabilir. Bu taktirde;
px)= (x=@)qlx) = (r- v a)r(x)

= (¢ — e+ @)v+ a@)r(x) = (x> —2Re(@)v + o ().

Boylece p(x) polinomunun x> — 2Re(0()x + |0:|2 reel carpanina sahip oldugu
gosterilmis olur.

Simdi p(x)=x* —4x* +6x> —4x+5=0 polinomunu g6z oniine alalim.
Bu polinomda x =i yerine koymasini yaparsak

pli)=i* -4’ +6i> —4i+5=1+4i-6-4i+5=0

elde ederiz boylece x=i nin p(x) polinomunun bir kokii (ve dolayisiyla
x—1i, p(x) polinomunun bir carpani oldugu) oldugu anlasilir.

Yukaridaki tartismalardan, p(x) reel ve kok reel olmadigindan; p(x)
polinomu x* —2Re(i)x + |i|2 = x” +1 carpanna sahiptir. Simdi;

—4x’ —4x= —4)c(x2 +1) ve x* +6x°+5= (x2 +1)(x2 +5)

yazalim, boylece;
xt—4x7 +6x7 —4x+5= (x2 +1)(— 4x)+ (x2 +1)(x2 +5)= (x2 +1)(x2 —4x+5)
elde ederiz.
p(x) in kokleri;
X —4x+5=x"—dx+4+1=(x=2 ' +1=(x=2) (i) =(x—2-i)(x -2 +1i)
polinomunun kokleri ve x =i kokleridir.
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Boylece bahsi edilen kokler;
xt—4x’ +6x° —4x+5= (x2 +1)()c2 —4x+5)= (x=i)x+i)x=2-i)x—2+i)
carpanlarina karsilik gelen i,—i,2 +i ve 2 —i kokleridir.

Problem 46. cos% = sin% = 72 esitligini  kullanarak cos% degerini

hesaplayiniz.

Coziim

2
Z,.. 2 . Z .22 a2 . 2 -
cos—+isin— | =cosz+isinz4cos’ ~—sin’ =+ 2icos— sin—=cos z+isinz
2 2 2 2 2 2
esitliginden
: .7z Z .22
sin z = 2s1n§ cos - Ve cos 2 =c0525—sm2— (1)

oldugunu elde ederiz.

Z .. 2 Al
cosE+zs1n5e {z |z| = 1}

oldugundan cos’ §+sin2§=1 yazabiliriz. Bunu (1) esitliginde yerine yazacak

Z cosz+1
cos—=1/
2 2

oldugunu elde ederiz. Elde edilen bu son formiilii cosz degeri i¢in iki kez {ist

olursak

tiste uygularsak

p 2442 +2
COS—=—""""—

16 2
olarak hesaplanir.

Problem 47. x # 0 olmak iizere;

n+l . (n . (n+l . (n
u COS(2 xj Slll(2 xj " Slll[2 xj Sln(2 xj
(a) D coskx = ;. (b) > sinkx =
k=1 k=1

. . X
2

olduklarin1 gosteriniz.
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Coziim

S = ZCOSkx+i2sinkx = Z(coskxﬂ'sinkx)
k=1 k=1 k=1
toplamin1 goz Oniine alalim. Bu taktirde;
noo 11—
S = zelkx — etx 4
k=1

inx

1_ eix
dir.
) ix _e—ix
sinx = -
2i
formiiliinii kullanarak S yi asagidaki gibi sekilde hesaplayabiliriz.
inc (- ime o inx
2 2 _,2 inx inx . hx
¢ ¢ ¢ i(n+1)x 67 _ 6_7 i(n+1)x Sln;
S=e"— . —~=¢ ? ——=¢ ? .
k& B & X
ez(ez_ezj e —e 2 Slng

Boylece

. nx . nx
< 2 n+l s1n7 n+l sm;
ZCoskx+iZSinkx=cos X +isin| —x
k=1 k=1 2 X 2 X

sin — sin —

elde edilir. Bu son esitligin reel ve sanal kisimlarinin esitlenmesiyle istenen elde
edilir.

Problem 48. cos56 y1 ve sin50 y1 swrasiyla cos@ ve siné@ cinsinden
hesaplayiniz.

Coziim
5 5
(cos@+isin@) = cos’ 0+i(1jcos4 0sin0—(2jcos3 fsin” 6

. 5 2 .3 5 - 4 . .5
—i 3 cos” @sin” @+ 4 cos@sin” @+isin’ @

=cos’ @—10cos’ @sin” 6 +5cosPsin” @
+i(Scos* Bsin@—10cos> Bsin® @ +sin® 8)
yazilabilir. Ayrica De Moivre Teoremi geregi
(cos @ +isin 0)5 =co0s50 +isin 560
oldugu bilinmektedir. O halde
cos50=cos’ @—10cos’ @sin” @+ 5cosBsin* @ =16cos’ 6 —20cos’ &+ 5cos &
ve
sin58=Scos* @sin @ —10cos* @sin’ @ +sin’ @ =16sin’ @ —20sin> 6+ 5sin §
olarak elde edilir.
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Problem 49. Asagidaki fonksiyonlarin reel ve sanal kistmlarini bulunuz.
@ 2+ () Azl © = @ ¥z
© 2:2-3z+5 ®  (z-1)/(z+1)

Coziim

(a) z=x+1iy olmak iizere f (z) = z* +i fonksiyonunu
fl@)=ulx,y)+iv(x, y)

formunda yazabiliriz. BOylece verilen fonksiyonun reel ve sanal kisimlari

u(x,y)=x*—y* ve v(x, y) =14 2xy olarak hesaplanr.

(b) 7 =x+iy olmak iizere f(z)=+/z+1 fonksiyonunu
f=u+iv
formunda yazabiliriz. Boylece verilen fonksiyonun reel ve sanal kisimlar1 # ve v
u>—vi=x+1veuv=y
denklem sisteminin ¢oziilmesiyle elde edilir.

(c) 7= p(cos@+isin ) olmak  lizere flz)=2" =ulp,8)+iv(p.0)
yazabiliriz. Boylece verilen fonksiyonun reel ve sanal kisimlari;

u(p,8)=p" cosnd ve v(p,0)= p" sinnd
olarak hesaplanir.
(d) z=p(cos@+isin@)  olmak iizere  f(z)= 8z = u(p,8)+iv(p,0)
yazabiliriz. Boylece k =0,1,2,....,n—1 i¢in verilen fonksiyonun reel ve sanal

kisimlart;
0+2kx

u(p,0) = %cos O+2kn ve v(p,0) = \/;sin

olarak hesaplanir.

(e) z=x+iy olmak iizere f(z)=2z>-3z+5=u(x,y)+iv(x,y) olarak
alinirsa u(x, y)=2x* =2y* =3x+5 ve v(x, y)=4xy -3y olarak hesaplanir.

f) z=x+1iy olmak lizere f (z):f—_lzu(x,y)+iv(x,y) olarak alinirsa
z+

z—1 (Z—l)(z+1) xz—yz—l ) 2xy .

= = = +1 =u\x,y)+wlx,

z+1 |z+1|2 (x+17+y*  (x+1)" +y? (e )+ ivlx )

oldugunu elde ederiz.
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Problem 50. |z| =R c¢emberinin f; (z)=z +l ve f, (z)=z 1 fonksiyonlar1
Z Z

altindaki goriintiisiinii bulunuz.
Coziim

|z| =R+#1 ve |z| =1 c¢emberlerinin f; fonksiyonu altindaki goriintiileri sirasiyla

2 2
u 1%

(R+1/R) * (R-1/R)

|z| =R=#1 ve |z| =1 cemberlerinin f, fonksiyonu altindaki goriintiileri sirasiyla

=1 elipsi ve v=0,-2 <u <2 dogrusudur.

2 2
u 1%

(R-1/R) ’ (R+1/R)

=1 elipsi ve u =0,-2 <v <2 dogrusudur.

Problem 51. lim f(z)=w limitinin mevcut oldugunu kabul edelim, bu taktirde

-7

asagidaki ifadelerin dogrulugunu gosteriniz.

@@ limf(z)=w (b)  limRe f(z)=Rew

729 7929

(©  limImf(z)=Imw (@  lim[f(z)=|w

=27
Coziim

lim f(z)=w sarti, “her £>0 icin |z—z0| < ¢ olacak sekilde bir 6 >0

sayist vardir 6yle ki | fl(z)- w| < &7 olacagini ifade eder.
Boylece;

@ |z-z|<d(e) icin e>|f(z)-w=|f(z)-w= ‘m—v_v‘ oldugu elde
edilir.
(b) - (¢ |z—z,| < 8(€) igin
£> |f(z)—w| 2|Re(f(z)—w)| =|Ref(z)—Rew|
ve
£> |f(z)—w| > |Im(f(z)—w)| = |Imf(z)—Imw|
oldugu elde edilir.
(d) |Z - z0| < 5(8) icin &> |f(z)— w| > Hf(z)| —|w” = |Re f(z)— Re w| oldugu
elde edilir.
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Problem 52. lim| f (z)|=|w| limitinin mevcut oldugunu kabul edelim. Hangi

72

degerler icin lim f(z) limitinin mevcut oldugunu bulunuz.

727
Coziim

i—z,| < 8(e) i¢in £>|f(z)|=|f(z) oldugundan w=0 igin lim f(z) limiti

mevcuttur.
Genelde, bu limitin sadece bu durum (w =0 durumu i¢in) icin mevcut
oldugunu kamtlamaliyiz. w#0 icin lim f(z)=A oldugunu kabul edelim. Bu

-2

taktirde bir 6nceki 6rnekten |A| =w dir.

()[4 <[£(z)-4
esitsizliginde (|z—z,| < &(e) igin|f(z)—|A|=|f(z)- A oldugundan) esitlik
durumunu ele alacak olursak;

(7] -JA = (£(c)- AFE)-A)=| 7 ) +A] -2Relf (<) A).
Re(f(z)- A)=|f(z)- 4= |f(2) A

elde edilir ve boylece

Re(f(z)-Z)Z 0 ve Im(f(z)'Z)z 0
oldugu elde edilir. Bu taktirde f(z)- A reel ve non-negatif olmak zorundadir ki bu
durum genel bir kompleks f fonksiyonu icin miimkiin degildir. Ozel olarak bu
durum f(z)=A veya f nin reel olmasiyla miimkiindiir.

Problem 53.

limitinin mevcut olmasini saglayan m ve n sayilari arasindaki bagintiyr bulunuz.

Coziim
z =1/w olarak alinirsa;
p i p i _ n—
. zi_mu;Zl . Zi_m”; Vw' w W e, W +otu, wtu,
lim == —— = Jim =5 = lim ——— —
z—0 i Ww—>c0 i W—>o0 - —n—
ziznviz ziznvi 1w vw' Y w oV, WY,
oldugu elde edilir.

Limitin mevcut olmasi i¢in p—m < p—n olmak zorundadir. Dolayisiyla
m 2 n oldugu sonucuna varilir.
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Problem 54. Asagida verilen ifadelerin dogrulugunu kanitlayiniz.

2 «n .
. no-i n in
a lim =0 b lim| — =1-i
@) e 4] ®) Hw[n+3i n+1j
Coziim
(a) Verilen herhangi £ >0 icin n> N(g) olacak sekilde bir N(g) sayist
2 «n
bulmaliyiz 6yle ki; n3 N —0| < € olsun. Bu taktirde;
n +
n®-i" |n2 0" | n’ | n’l 1.
—— 0 == = <|5|=——0<e¢
n +1 ‘n +1‘ ‘n +1‘ n n

oldugu elde edilir. Dolayisiyla N = [8] olarak alinabilir ([8] sayisi, £ sayisinin
tam kismidir.). Boylece istenen elde edilmis olur.

(b)  Verilen herhangi €>0 icin n> N(g) olacak sekilde bir N(g) sayist

bulmaliy1z dyle ki; n n

n+3i n+l
n__in _(1_1,* _ |—[(9n+9)—i(2n2 +3n—9)]|
n+3i n+l (n2+9)(n+1) ‘
on+9 | |27 +3n-9| ..
- |(n2 +9)(n+1)| ‘(n2 +9)(n+1)‘
oldugu elde edilir. Boylece istenen elde edilmis olur.

- (1 - i)‘ < € olsun. Bu taktirde;

O<e

Problem 55. Herhangi z kompleks sayist i¢in

lim(l + 3—5} =1
n—o0 n

oldugunu gosteriniz.

Coziim
Verilen herhangi &€ >0 icin n > N(g) olacak sekilde bir N(g) sayis1 bulmaliyiz
oyle ki; 1+3—§ —1| < &€ olsun. z = x+1iy olsun. Bu taktirde;
n
43
128 2P PV e
n n n n

olur. Boylece istenen elde edilmis olur.
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Problem 56. lim#ni" limitinin mevcut olmadigini gosteriniz.

n—oco
Coziim

‘ni"‘=|n|=n>M >0

olacak sekilde keyfi M € R bulunabileceginden verilen limit mevcut degildir.

—\2
Problem 57. lirrolﬂ =0 oldugunu gosteriniz.
> Z

Coziim

—\2
Verilen herhangi € >0 ic¢in |z —0| = |z| <o iken (Z) —0| < € olacak sekilde bir

8 = 0(&) sayis1 bulmaliyiz.

2

Problem58. w =c¢ " olmak izere lim(l+z+z>+..+2"") limitini

7w,

hesaplayiniz.
Coziim z#licin 1+z+72> +..+7"" = 11_ £ dir. Bu halde;
-z
, N (1=z) 1=(e) e o1 11
lim({l+z4+ 2z +...+2"")=lim = = —— =— =0
z—>wn( ) z—>wn( -z j 1_62m/n eZm/n -1 eZm/n -1

Problem 59. Asagidaki ifadelerin dogrulugunu gosteriniz
2 Ei

@ lim>—=0 (b) lim——=—
=1 Z 1 Z
(a) z=Xx+iy olsun. z =i = x — 0 dir. Boylece;
2 2
lim ™ = lim 2 = 0
1 Z 1 1

olarak hesaplanir.

(b) z=Xx+iy olsun. z =i = x — 0 ve y—1 dir. Bdylece;

2
2 2 2 2
. |7 . X+ . 07+17 1
hmuzhm—yzhm —— =
=i 7 i d i 1 1

olarak hesaplanir.

=—=—
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2 2 2 .

Problem 60. f(z)= |Z7 = xzy——i-Zley fonksiyonu verilsin. Asagidaki egriler
Z Xty

boyunca lirrol f(z) limitini hesaplayarak elde edilen sonuclar1 yorumlayiniz.

@ y=x (b) y=2x (0 y=x’
Coziim

(a) y = x dogrusu boyunca

x* = y? + 2ixy

2 2 .
X°—=x"+2ixx .
> _— =

= lim >

lim >
=0 xT+Xx

(x.y)—(0,0) x2 +y
olarak hesaplanir.
(b) y = 2x dogrusu boyunca
x* = y? + 2ixy

. . X7 —4AXT 4+2ix2x —3+4i
lim > =lim > > =
x>0 x"+4x 5

(x,y)-(0,0) x2 +y

olarak hesaplanir.

(¢)  y=x’ parabolii boyunca
2 2 . 2 4 . 2 2 .
. X" =y +2ixy . ox"—x +2xx” . 1-x"+2ix
( yl)m(loo)ﬁ_hr{} 2, 4 —lm(} =1
x,y)}=(0, x“+y x> X +x =0 ]4+x

olarak hesaplanir.

(0,0) noktasmna farkli egriler iizerinden yaklasildiginda farkli limit
degerleri elde edildiginden lim £(z) limiti mevcut degildir.

3 2

Problem 61. u(x,y)= Sl A fonksiyonunun (x,y)— (0,0) icin limiti var

x*+y’
midir?
Coziim
(0,0) noktasina y = mx dogrulart iizerinden yaklasalim, bu durumda;
3 2 3 2.3 2
. - . - . [ 1=
lim %zhm%:hm m2 x=0
(x,y)—(0,0) x- + y =0 x“ +mx x—0 1+m

olarak hesaplanir.
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Problem 62. L’ Hospital kurali yardimiyla asagidaki limitleri bulunuz.

4 2 e 1_: 6

@ ImE L m 2T im ST

=i 7 —] ikl 75 D74 D A |

4 6 9 _

@ tm—*t @ m T ®  tim

it 72 074D >+iV3 70 + 8 ol+i3 77 — 8
Coziim

z' - 0

(@) lim — limitinde 0 belirsizligi vardir. Boylece bu limite L’Hospital

=1 Z— 1
kurali uygulanirsa;

3
lim ~lim P = 4

olarak hesaplanir.

2 . .
. —iz—1- . .. .
(b) lim S 5 iz ! limitinde 9 belirsizligi vardir. Boylece bu limite
z—i+1 Z _2z+2 0
L’Hospital kural1 uygulanirsa;
. Zi—iz—l-i . 2z—i  2+i
lim ———= =

} 2 H.n - .
it 772742 wirl2z-2 2

olarak hesaplanir.

6

(c) lim < > +1 limitinde % belirsizligi vardir. Boylece bu limite L’Hospital
=1 z +

kurali uygulanirsa;

6 5
.+l .. 6z
lim > = lim =3
izt 4] =i 27

olarak hesaplanir.

4
@ lim— 4
z—i+1 Z —_ 2Z + 2
L’Hospital kural1 uygulanirsa;
4 3 )3
lim ZZ—+4 = lim 4z = 4(1+_l)
Z—)i+lZ _2z+2 z—i+l 2Z_2 2l

limitinde % belirsizligi vardir. Boylece bu limite

olarak hesaplanir.

(e)-(f) Coziim okuyucu tarafindan yapilacaktir.
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2 .2
Problem 63. z+#0 olmak iizere f(z)=x |+|ly ve f(0)=1 olsun. f(z)
b4

fonksiyonunun z =0 noktasinda siirekliligini arastiriniz.

Coziim

f( ) x2+iy2/|z ,2#0
Z =
1 ,2=0
olarak tanimlanan f(z) fonksiyonu icin z# 0 iken y=mx dogrusu iizerinden
limit alinirsa;
2, .2 2, .2 2 )
lim > +iy” _ I X" +iy X (1+zm )

T T [y o e

olarak hesaplanir. Diger yandan f(0)=1 olarak verildiginden f(z) fonksiyonu

0

z = 0 noktasinda siirekli degildir.

Problem 64. z#0 olmak iizere f(z)=% ve f(0)=1 olsun. f(z)
b4

fonksiyonunun z =0 noktasinda siirekliligini arastiriniz.

Coziim

B Rez/|z ,2#0
f(Z)—{ o

olarak tanimlanan f(z) fonksiyonu icin z# 0 iken y=mx dogrusu iizerinden

limit alinirsa;

imRe s e X gim© !

250 |Z| (x,)—=(0,0) /xz +y2 X0 x\/l+m2 \/1+m2
olarak hesaplanir. m nin farkli degerlerine karsilik farkli limit degerleri elde
edileceginden f(z) fonksiyonu z = 0 noktasinda siirekli degildir.
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_zRez

Problem 65. z#0 olmak iizere f(z) f(0)=0 olsun. f(z)

K
fonksiyonunun z =0 noktasinda siirekliligini arastiriniz.

Coziim

zRez/|z| ,2#0
£lo)= (7R
0 ,2=0
olarak tanimlanan f(z) fonksiyonu icin z# 0 iken y=mx dogrusu iizerinden
limit alinirsa;
limZRez . (x +iy)x :limx(l+mz)

250 |Z| _(x,y)lg(lo,o) ,x2+y2 x—)OW

olarak hesaplanir. Dolayisiyla f(z) fonksiyonu Vze C noktas igin siireklidir.

=0

Problem 66. f (z) =z’ seklinde tammlanan fonksiyonun z=z, noktasinda
stirekliligini inceleyiniz.

Coziim
Verilen £>0 i¢in |z - Z0| <d oldugunda ‘zz -z ‘ <& olacak sekilde
8 = d(e,7,) sayisiin varligim gostermeliyiz.
|Z—z0| <o=> |Z|—|z0| S|Z—ZO| <o= |z| < §+|z0| dir.

‘zz - zg‘ = |z— z0||z + z0| < 5QZ| +|z0|)< 5(§+|z0| +|z0|)= §(§+ 2|Z0|)= £
oldugundan f(z)=z> fonksiyonu z = z, siireklidir.

Problem 67. f(z)=z" fonksiyonunun |¢/<1 bolgesinde  siirekliligini

inceleyiniz.

Coziim

Zy,/2/ <1 bolgesinde alman herhangi bir nokta olsun. Verilen & >0 igin
|z - z0| < 0 oldugunda ‘zz -z ‘ < & olacak sekilde & = J(g, z,) sayisimn varligini
gostermeliyiz.
2- 20| <O = |2 = |2y| S|z — 20| < G = 2| < 6 +]z,| dur.

‘Zz - Zg‘ =|z=zoflz+ 20 < (2 +[z0[) < (6 +]z | +]zo ) = 56 + 2z, [) = &

oldugundan f(z)=z> fonksiyonu siireklidir. 2o

z| £1 bolgesinde alinan keyfi

bir nokta oldugundan f(z) |z| <1 bolgesinde siireklidir.
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Problem 68. f (z)=|z|2 seklinde tanimlanan fonksiyonun z =z, noktasinda

stirekliligini inceleyiniz.
Coziim

|2

Verilen ¢€>0 igin |z - z0| <d oldugunda “Z|2 - |z0 <& olacak sekilde
8 = 6(e,z,) sayisinin varlhigii gostermeliyiz.

2- 20| <O = |2 = |2y| S|z — 20| < 5 = 2| < 6 +]z,| dur.

" = JeoP e —lzof*)= (e = 2o F = (el =[] el +|2o]F < 82(6+ 2, | =

elde edilir. Dolayisiyla buradan;

| 2

E

<ot |4l

EREA <e

elde edilir. Dolayisiyla f (z):|z|2 fonksiyonu z =z, noktasinda siireklidir.
Burada z =z, noktas1 keyfi oldugundan f (z):|z|2 fonksiyonu her noktada
stireklidir.

Problem 69. Asagidaki limitleri (varsa) hesaplayiniz.

2 2 .
) z°+1 ) z° =2 . Imz
a lim——— b lim ——— c lim——
( ) Z—)—[Zz +3iZ_2 ( ) 71+ Z2_2Z+2 ( ) z—0 Z
Coziim
2 . . . .
@  lim—° "1 —lim (cmiati) o =i =izl

iz +3i7 =2 i (g4 2i)g+i) iz +2) —i+2i

(b)

2 N 2 _ A\ 2 1 . .
TSRS S BN el R o ) ) SR R Rl
ol g7 — Dz 4D ol (Z—l) +1 2> l+i (Z—l—l)(Z—1+l) 21+ (Z—1+l)
(c) x,y€ R olmak iizere z = x+iy olarak alalim. Bu taktirde;

lim M2 iy )
z—0 Z x+iy—0 x+ly

=1-i

olarak yazabiliriz. y = mx dogrulan iizerinden limit alinirsa;
imI®2 = fim 2 —fim ™l =™
20z w0 x4gy 0 x+imx 014+im 1+im
olarak hesaplanir. m nin farkli degerlerine karsilik farkli limit degerleri elde

edileceginden limlm—Z limiti mevcut degildir.

z—0 Z
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Problem 70. Asagidaki limitleri (varsa) hesaplayiniz.

2 ST 2
@ mSr m ST (o jim Re?)
7——i Z+21 71+ Z _4Z+5 70 z
Coziim
2 . 9
@  fim S g 22 o i
=i 7 4+ z——i 7+ 2 zo—i
2 _ _ . _ s . .
b fim ST gy o2 ier2d) er2ed)

z—1+i Zz _4z+5 B 71+ (Z_z_l)(z_2+l) 72—+ (Z_2+l)
2
d

2 Rel 7?2
: |Re(z )| =‘ e(z 1 S|— :|z|—ﬂ—>0 yazabiliriz, boylece istenen
I
limit mevcut ve degeri “0” dir.
ILyol: r >0 olmak iizere r,r€ R icin z = re” olarak alalim. Bu taktirde;

(©) Lyol

22 =r’e™ ve Re(zz): r? cos(2r) olur. Bu hesaplamalar verilen limitte yerine

yazilirsa;
2 2
limiz) = lim Ls,t(zt) = lim re " cos(2r) = 0.
z—0 z r—0* re' r—0*

(Burada ‘e"" cos(2t)( <1 oldugu goz 6niine alinmalidir.)

Problem 71. x, ye R olmak iizere;
u=x>—y>=2x+4y ve v=2xy—4x-2y
kurallari ile verilen u(x,y) ve v(x, y) fonksiyonlarini géz oniine alalim.
% (u,v) ciftinin Cauchy-Riemann denklemlerini sagladigini gosteriniz.
¢ u ve v nin harmonik fonksiyonlar olduklarini gosteriniz.
% u+iv fonksiyonunun z=x+iy degiskenine bagh bir fonksiyon olarak
yazilabilecegini gosteriniz.
% u’+v’ polinomunu x ve y degiskenlerinin lineer ¢arpanlariin ¢arpimi
olarak yazinz.

Coziim

% Verilen fonksiyonlarin x ve y degiskenlerine gore kismi tiirevlerinin

alinmasiyla
u, = 2x—2,uy =-2y+4,v, :2y—4,vy =2x-2

denklemleri elde edilir. Buradan u, =v  ve u, =-v_oldugu goriilir.
Boylece verilen fonksiyonlarin Cauchy-Riemann denklemlerini sagladig
goriilir.

o ou =2x-2,u_ = 2u,=2y+4,u,=2=u, +u, =0
ve
v, =2y—4,v_ =O,vy :2x—2,vy =0=v,_ +v,, =0
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oldugundan u ve v nin harmonik fonksiyonlardir.
% z2=(x+iy)’ = x> — y> +2ixy olarak yazilabilir. Bu taktirde;
u+iv=x>—y> =2x+4y+2xy —4ix - 2iy
= x> —y? +2ixy + (=2 —4i)x + (4 - 2i)y
=722 —(2+4i)x+iy)=z7> —(2+4i)z = z(z -2 - 4i)
olarak bulunur.

u’ +v? =|u+iv|2 =|z(z—2—4i)|2 =z(z—2-4i)z(z -2 - 4i)
= 22(z—2—-4i)z -2 +4i)

= (x+iy)r =iy —2+i(y —4)x—2~i(y - 4))
olarak bulunur.

Problem 72. z, belirlenmis bir z, noktasinin bir komsulugunun rasgele bir
noktasin1 gostersin. Az =z-—z, yazalim ve Az yi karmasik degisken olarak
diisiinelim. Boyle olunca f nin z, daki f' yada df/dz tiirevi eger limit
mevcutsa,

)

seklinde tanimlanir.
(1) esitligi ile tanimli limitin varligim1 kabul ederek

| f(zy +A2)- f(z,)
| Az

oldugunu gosteriniz. |Az| sayisinin deger araligini bulunuz.

_f'(zo <&

Coziim

(1) esitligi ile verilen f '(zo) karmasgik sayisi, yani tiirev varsa bu taktirde her bir
pozitif £ sayisina karsilik bir & sayis1 karsilik gelir dyle ki;

0<|Az-0]< & oldugunda daima If(zo + izz)_ f(z)

— f'(z,) < & kalr.
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Problem 73. Bir f fonksiyonunun bir z, noktasinda tiirevli ise siirekli olacagini
gosteriniz.

Coziim

f(zo +AZ)_f(Z0)

mevcut iken lim f(z)=f (zo) oldugunu

f'(zo): lir_)r})

Az AZ 729
gostermeliyiz.
()= lim flag +82)= f(z,) _ F(2,)- lim Ac = lim flag +42)- 1) . AL
Az—0 AZ Az—0 Az—0 AZ Az—0
=0= Bg[f(zo +AAZZ)_f(Z°)Az} = gg})[f(zo +Az)- f(z,)]

:>0=limf(Z)_}i_)r?f(Zo):}Lr?f(z):f(zo)

77,

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Problem 74. f (z)=|z|2 fonksiyonunun sadece z =0 noktasinda tiirevinin var

oldugunu, bunun disinda hi¢bir noktada tiirevinin mevcut olmadigini1 gosteriniz.

Coziim
Bu fonksiyon ig¢in;
AF(2) _ flzo +82)= £(zy) _ |20 +Ad [z,

|2 _ (Zo +AZ)(Z_0+A_Z)_ ZOZ_O

Az Az Az Az
. + . + A —_
=20 Actzy Az AZAZZZO-—Z+ZO+AZ ........................................... (1)
Az
farklar boliimii yazilabilir.
A — L d|7’
z, =0 icin ———= = Az dir ve bunun limiti sifirdir; yani z=0 da d— =0 dir.
Z
g 7,70 ve f'(z) nin mevcut oldugunu kabul
edelim. Az rasgele bir sekilde sifira yaklasirken
%(Z) nin bir ve yalmzca bir f'(z) limiti
vardir.

Ozel olarak; Az gercel ise (yandaki
sekilde) Az =Ax dir; boyle olunca Az =Az
x elde edilir ve (1) esitligine gore de limit z, + z,,

o
olmalidir. Ancak Az nin 0<|z| < 0 bolgesinin

diisey capinda olmasi istendiginde Az =iAy olur; boyle olunca da Az =—Az elde

edilir ve limit g—zo olmalidir. Buradan z, #0 oldugunda limitin mevcut

olmadig goriiliir. Dolayisiyla |z|2 nin z,, da tiirevi yoktur.
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Problem 75. Asagidaki f(z) fonksiyonlar1 icin f'(z) tiirevinin hicbir yerde
mevcut olmadigim gosteriniz.
@@ z b)) z-z (© 2x+xy% (d)  e“(cosy—isiny)

Coziim

@  fl&)=z=x—iy=ulx,y)+ivlx y)= ulx y)=x, vlx,y)= -y
u,=1,v,==1ve u, =0,v, =0 dir. Dolayisiyla u, #v  oldugundan f(z) nin
hicbir yerde tiirevi mevcut degildir.

b fl2)=z-z=2iy=ulx,y)=0(x,y)=2y

u,=0,v, =2 ve u,=0,v, =0 dir. Dolayisiyla u  #v  oldugundan f(z) nin
hicbir yerde tiirevi mevcut degildir.

(c) f(z)=2x+ixy2 :>u(x,y)=2x,v(x,y)=xy2

u,=2,v, =2xy ve u, =0,v, = y* dir. Dolayisiyla u, # v, oldugundan f (z)
nin hicbir yerde tiirevi mevcut degildir.

d  flz)=2x+ixy> = ulx,y)=e*cos y,v(x,y)=—e"siny

u,=e cosy,v,=—e cosy ve u,=—e siny,v, =—e siny dir. Dolayisiyla

u, #v, oldugundan f (z) nin hicbir yerde tiirevi mevcut degildir.

Problem 76. Asagidaki fonksiyonlar icin f'(z) ile f'(z) tiirevinin her yerde
mevcut oldugunu gosteriniz. f'(z) ile f''(z) yi hesaplayimz.

@  fla)=iz+2 ®)  flz)=e(cosy—isiny) (0  flz)=7°

(d) f(z)=cosxcosh y —isin xsinh y

Coziim

(a) flz)=iz+2=—y+2+ix=ulx,y)=—y+2,v(x,y)=x dir. u ve v
fonksiyonlar1 siirekli olup bunlarin 1. mertebeden kismi tiirevleri olan;
u, :0,uy =—1vev, =1,vy =0
fonksiyonlar1 da siireklidir ve bu fonksiyonlar;
u,=v,=0ve -v, =u, =-1
C-R denklemlerini sagladiklarindan f'(z) tiirevi mevcuttur. Bu tiirev;
du .ov

f'(z):a—x+z§20+i'1:i

olarak elde edilir.
f'z)=i= u, (x,y)=0, Vv, (x,y)=1 dir. u_ ve v_ fonksiyonlar1 siirekli olup
bunlarin 1. mertebeden kismi tiirevleri olan;
U, :0,uyy =0vev, :O,vyy =0
fonksiyonlar: da siireklidir ve bu fonksiyonlar;

U, =v, = 0Ove—-v, = u, = 0
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C-R denklemlerini sagladiklarindan [ f '(z)] = f"'(z) tiirevi mevcuttur. Bu tiirev;

Wy Ou, .dv,
U (Z)_ ox i 0x

=0+i-0=0

olarak elde edilir.

(b) flz)=e*cosy—ie*siny = u(x,y)=e*cosy,v(x,y)=—e*siny dir.
u ve v fonksiyonlan siirekli olup bunlarin 1. mertebeden kismi tiirevleri olan;
u,=—e’"cosy,u, =—e ‘siny vev =e siny,v =—e " Cosy
fonksiyonlar1 da siireklidir ve bu fonksiyonlar;
u,=v, ve —v, =u,
C-R denklemlerini sagladiklarindan f'(z) tiirevi mevcuttur. Bu tiirev;
Z)=—+i—=u_+iv, =—e 'cosy-+ie 'siny

ox ox 7
olarak elde edilir.

' _ -X S _ -x R :
f'(z)=—e"cosy+ie*siny= ux(x,y)— —e "’ cos y,vx(x,y)— e siny dir. u,
ve v_ fonksiyonlar siirekli olup bunlarin 1. mertebeden kismi tiirevleri olan;

u,=e cosy,u, =e sinyvev, =-—e siny,v, =e cosy
fonksiyonlar1 da siireklidir ve bu fonksiyonlar;
U,=v, ve—v, =u

yy

C-R denklemlerini sagladiklarindan [ f '(z)]' = f"'(z) tiirevi mevcuttur. Bu tiirev;

£(2) = ou, .0v

+i—==e "cosy—ie “siny

ox ox

olarak elde edilir.
(c)

Fle)=2" =2 =30 +(Bx2y =y = u(x, y) = 2" =32y vl y) = 3x7y -
dir. u ve v fonksiyonlar siirekli olup bunlarin 1. mertebeden kismi tiirevleri
olan;
u, =3x> -3y’ Ju, =—06xy ve v, =6xy,v, = 3x* =3y’
fonksiyonlar1 da siireklidir ve bu fonksiyonlar;
u,=v, ve —v, =u,
C-R denklemlerini sagladiklarindan f'(z) tiirevi mevcuttur. Bu tiirev;

f'(Z)=3—z+i%:ux+ivx =3x" —3y” +ibxy

olarak elde edilir.

f'(z)=3x> =3y? +i6xy = u, (x,y)=23x>=3y? V. (x,y)=6xy dir. u, ve v,

fonksiyonlart siirekli olup bunlarin 1. mertebeden kismi tiirevleri olan;
u,=6x,u =-6yvev, =6y,v, =6x

fonksiyonlar1 da siireklidir ve bu fonksiyonlar;

U,=v, ve —v, =u,
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C-R denklemlerini sagladiklarindan [ f '(z)]' = f"'(z) tiirevi mevcuttur. Bu tiirev;
ou v
"(z)=—+i—=6x-1i6
frle)=Zrime y

olarak elde edilir.

(d)

f(z)=cosxcosh y —isinxsinh y = u(x, y) = cos xcosh y,v(x, y) = —sin xsinh y
dir. u ve v fonksiyonlar siirekli olup bunlarin 1. mertebeden kismi tiirevleri
olan;

u, =—sinxcosh y,u =cosxsinhy ve v, =—cosxsinh y,v =-sinxcoshy

X

fonksiyonlar1 da siireklidir ve bu fonksiyonlar;
u,=v, ve —v =u,

C-R denklemlerini sagladiklarindan f'(z) tiirevi mevcuttur. Bu tiirev;
0 ) . : .
f'(z)= i oy v = sin xcosh y —icosxsinh y

=—ti—= X X -
ox  dx
olarak elde edilir.
f'(z)=—sinxcosh y —icos xsinh y = u_(x, y) = —sin xcosh y,v_(x, y) = —cos xsinh y

dir. u_ ve v_ fonksiyonlar: siirekli olup bunlarin 1. mertebeden kismi tiirevleri

olan;
u, =—cosxcoshy,u =-sinxsinhy ve v =sinxsinhy,v =-sinxcoshy

XX

fonksiyonlar1 da siireklidir ve bu fonksiyonlar;

u.,= V}'}' ve —v, = u,,

C-R denklemlerini sagladiklarindan [ f '(z)]' = f"'(z) tiirevi mevcuttur. Bu tiirev;
0 0 S
f'(z)= Yo g i D =—cos xcosh y +isin xsinh y

ox ox
olarak elde edilir.

Problem 77. Herhangi x,ye R icin  u(x,y)=x+4x> + x(6 -3y’ )— 4y?
fonksiyonunu tanimlayalim.

% u nun harmonik oldugunu ispatlayiniz.

¢ u nun harmonik eslenigi olacak sekilde bir v fonksiyonunu bulunuz.

% z=x+iy olmak iizere f(z)=ul(x,y)+iv(x,y) ise, f(z) nin neden
analitik oldugunu aciklayimiz ve f'(z) yi u ve v nin tiirevleri cinsinden
yaziniz.

% f'(z) yi degiskeni z olan bir polinom olarak ifade ediniz.
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Coziim

X/
A X4

u(x,y)=x* +4x* +x(6—3y2)—4y2 fonksiyonunun x ve y ye gore kismi
tiirevlerini hesaplayalim;

u, = 3x? +8x+6—3y2 Ju, = —6xy —8y,u, = 6x+8,uyy =—6x—38
Boylece u,, +u, =6x+8-6x—-8=0 oldugundan u  harmonik
fonksiyondur.

v, =u, = 3x* +8x+6—3y” dir. Bu ifadenin y ye gore integralini alarak
v=3x"y+8xy+6y—y +g(x) yi elde ederiz. Son olarak
O=u,+v, :—6xy—8y+6xy+8y+g'(x)=g'(x) oldugu bulunur.
Boylece g(x)=C (keyfi sabit reel say1 olmak iizere) ve u nun harmonik
eslenigi v =3x>y+8xy+6y—y’ +C olarak hesaplanir.

u,,u,,v, vev tirev fonksiyonlart her yerde tamimli, siirekli ve C-R

denklemlerini sagladiklarindan diferansiyellenebilmenin temel teoremi
geregince f(z) nin her yerde diferansiyellenebilecegini biliyoruz. Boylece

f(z) analitiktir (ve tamdir). Bu taktirde ayn1 teorem geregince;
f'(z)= f.=u, +iv, =3x" +8x+6-3y> +i(6xy +8y)
oldugu elde edilir.
Bir 6nceki secenekte elde ettigimiz
f'(z)= f.=u, +iv, =3x" +8x+6-3y> +i(6xy +8y)
sonucunu kullanacak olursak;
f'(z)=3x> +8x+6—-3y” +i(6xy +8y)
= 3(x2 -y’ + 2ixy)+ 8(x + iy)+ 6
=3(x+ iy)2 +8(x+iy)+6
=37"+8z+6
oldugunu elde ederiz.

Problem 78. x,ye R olmak iizere Vz = x+iye C i¢in;

£l y)=2xy +ilx* =3y?)

kurali ile tanimli f(x,y) fonksiyonunu géz oniine alalim. f fonksiyonunun

diferansiyellenebilir oldugu tiim noktalar1 bulunuz, fonksiyonun her bir noktadaki
tiirevini bulunuz ve fonksiyonun analitik oldugu tiim noktalar1 bulunuz.

Coziim

f nin reel ve sanal kistmlar1 birer polinom olduklarindan her yerde

sireklidirler ve diferansiyellenebilirdirler(siirekli tiirevlerle).

Bu nedenle diferansiyellenebilmenin temel teoreminden, “f nin bir

noktada diferansiyellenebilmesi i¢in gerek ve yeter sart o noktada C-R
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denklemlerini saglamasidir” ve bu taktirde f nin verilen noktadaki tiirevi f,
olarak hesaplanir.(burada; f_, f ninx e gore kismi tiirevidir.)

Kismi tiirevlerin hesaplanmasiyla;

fe=2y+2xi,f, =2x—6yi
ifadeleri elde edilir. Buradan da
0=f, +if, =2y +2xi+i(2x—6yi) =8y + 4xi

elde edilir.

Boylece, sadece y =0 ve x =0 olmasi durumda C-R denklemleri saglanir.
Boylelikle f sadece orijinde diferansiyellenebilirdir ki burada f nin tiirevi
[, = [2y+2xi]x:0,y:0 =0 dir. Sonu¢ olarak f nin diferansiyellenebilir oldugu

acik bir bolge mevcut olmadigindan f higbir yerde analitik degildir.

Problem 79. u(x,y)=e¢**sinycosy fonksiyonunun harmonik  oldugunu
gosteriniz. u(x, y)+iv(x,y) fonksiyonu analitik olacak sekilde bir reel v(x,y)
fonksiyonu mevcut mudur? Ac¢iklaymiz.

Coziim

u(x,y)=e**sin ycosy fonksiyonunun x ve y gore 1. ve 2. mertebeden

kismi tiirevleri;
u, =2e*sinycosy,u, =4e* sinycosy
ve
u, =e* (cosz(y)—sinz(y)),uxy =—4¢> sin ycos y
olarak hesaplanir. Boylece ;
i, +u,, =4e> sin ycosy—4e**sin ycosy =0

oldugundan u harmoniktir.

Eger f(x,y)=u(x,y)+iv(x,y) fonksiyonunun reel ve sanal kisimlari i¢in
u,=v, ,u, =-v, C-Rdenklemleri saglanirsa f analitik olacaktir.

Boylece burada ilk olarak;

v, ==¢*(cos*(y)=sin())

yazalim.

Her iki tarafin x e gore integrallenmesiyle;

v:-;ezx(co«(y)—sm%y>>+c<y>

elde edilir.
Son olarak;
v, = —%e“ (—4sinycos y+ C'(y))=2¢* sin ycos y + C'(y) =u, = 2¢>" sin ycos y

y

yazilirsa; buradan C'(y)=0 elde edilir. Dolaysiyla C(y) bir A sabitidir. Boylece;
V= %ez" (sin?(y)—cos?(y))+ A

fonksiyonu u + iv yi harmonik yapar.
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Problem 80. Asagidaki f(z) fonksiyonlarinm f '(zo) tiirevlerinin mevcut olup
olmadigin tiirev tanimini kullanarak elde ediniz.

@@  f(z)=Im(z).z,e C )  f(z)=
©  fl)=Re().zeC @  f(2)=(c 2 =2-i

2,2y =1

Coziim
(a)
Y : lim Im(z)- Im(zo) B Im(x, + ai)— Im(x, + iyo)
J/Z:Jn:| +ig 222 -2, i(a’—yo)
z= G+ _a-y,

—_— -— 4 = +3 =72 =
& SR U la=y,)

i Im(z)=Im(z,) _ Im(B + iy, )= Im(x, +iy,)
I_'i =2 Z_Z() ﬂ—xo
xn :yO_yOZO

B—x,

z=x,+0i ve z=[B+iy, Uzerinden yaklasimlar sonucunda farkli limitler elde

edildiginden f(z)=Im(z) fonksiyonu hicbir yerde diferansiyellenemez.

(b)

o =il _ e-1

¥ . _ .
| i e
=18
S G T R
0= z= O i Bri—i B
0 X

z=ai ve z=/+i izerinden yaklasimlar sonucunda farkli limitler elde

edildiginden f (z)=|z| fonksiyonu z, =i de diferansiyellenemez.
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(©)
X | i Re)-Relc)
Lz:xu +ig@ T I7%
z= S+iy, o . =i Re(xo"'ai)_Re(xO—i_iyo)
};Dj_g}-- —:ZDZXD +3..y|:l _zl—>rg 1(0{—}70)
] :—:0
; ilar—y,)
|_.|
s ! _
% jim Re(2)=Re(z,)
77 =%
= lim Re(ﬂ+iy0)—Re(x0+iy0):,B_xo =1
757 IB—XO ﬂ_xo

z=x,+0ai ve z=/+iy, lizerinden yaklagimlar sonucunda farkli limitler elde
edildiginden f(z)=Im(z) fonksiyonu hicbir yerde diferansiyellenemez.

(d)
by 7=2+di >z, =2-i(la—-1)
[ 2 (/)2
| ) = 1im,(2+0’.’) -e-if
x 22 l(0!+1)
=24
= zp=2-i z=f-i>z,=2-i(f>2)
e (=i) -=i)
= lim LY 77
72— IB+2

z=2+ai ve z= [ —i tizerinden yaklagimlar sonucunda farkli limitler elde

edildiginden f(z)= (2)2 fonksiyonu z, = 2 —i de diferansiyellenemez.



